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模糊 数学 是 一 门 新 兴 的 数学 学 科 . 从 美国 学 者 
L. A. Zadeh 发 表 著 名 的 开创 性 论文 “Fuzzy Set” 
[167] 至 今 , 刚 刚 25 年 ,作为 一 门 学 科 的 发 展 来 说 ， 
尚 处 于 初始 阶段 . 由 于 国内 外 学 者 的 共同 努力 和 勤 
尽 耕 不 ,使 科学 园地 里 的 这 棵 新 芽 苗 壮 成 长 ,虽然 还 


远 远 没有 成 为 部 部 慈 兹 的 参天 大 树 , 但 已 是 枝叶 并 


藏 ,百花 争 艳 的 一 片 兴旺 景象 ,显示 出 它 内 在 的 强大 
生命 力 . 我 国学 者 从 事 模 糊 数学 的 研究 始 于 70 年 代 
中 期 ,十 多 年 来 在 实际 应 用 和 理论 研究 方面 都 取得 
了 可 喜 的 成 果 , 在 有 些 领域 已 经 步 入 世界 的 先进 行 
列 , 成 为 支撑 这 门 学 科 发 展 的 一 大 支柱 . 

如 果 说 80 年 代 是 模糊 数学 飞速 发 展 ,“ 登 堂 入 
室 ” 的 年 代 , 那 么 90 年 代 则 应 该 是 在 理论 体系 的 严 
密 性 和 实际 应 用 的 有 效 性 上 多 下 功夫 ,使 之 成 为 既 
独 具 凤 格 又 逐渐 成 熟 的 一 门 数学 学 科 . 本 书 正 是 在 
这 种 思想 的 驱使 下 的 一 次 初步 尝试 . 如 能 起 抛 砖 引 
玉 的 作用 ,我 们 就 欣慰 了 .本 书 第 一 章 阔 述 模糊 集合 
的 基本 概念 , 儿 种 定义 形式 ,突出 了 模糊 点 在 公理 化 
定义 形成 过 程 中 的 先驱 和 桥梁 作用 , 第 二 章 介绍 模 
类 关系 ,模糊 矩阵 代数 ,模糊 关系 方程 以 及 模糊 图 . 
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第 三 章 以 基本 模糊 点 式 映射 为 基础 论述 扩张 原理 
和 模糊 集 式 映射 的 生成 问题 及 其 构造 . 第 四 章 是 
在 半 测 度 的 基本 框架 下 统一 处 理 和 论述 几 种 测 
度 、 模 糊 测度 及 其 相应 的 积分 理论 . 第 五 章 讨论 模 
HAR ,模糊 随机 变量 和 随机 模糊 集 . 第 六 章 研究 
模糊 数 与 模糊 值 函 数 的 一 些 基本 问题 . 本 书 既 是 
对 国内 外 相关 的 研究 成 果 的 部 分 汇集 和 加 工整 
理 , 同 时 各 章 也 都 包含 了 作者 及 其 研究 生 们 的 一 
些 研究 成 果 , 因 此 也 是 对 我 们 的 一 部 分 研究 工作 
的 阶段 性 总 结 . . 

值得 特别 说 明 的 是 ,模糊 拓扑 作为 模糊 数学 
的 重要 组 成 部 分 ,注意 到 王国 俊 教 授 已 有 专著 《E- 
fuzzy 拓扑 空间 论 》 作 全 面 系 统 论 述 ,我 们 在 本 书 
中 只 将 模糊 拓 盾 中 一 些 最 基本 的 概念 撰写 成 为 附 
录 . 既 使 本 书 内 容 相 对 完整 ,同时 义 保持 了 自身 的 
特色 . B 

本 书 是 我 们 在 为 四 川 师范 大 学 数学 专业 本 科 
生 编 写 的 选修 课 讲义 和 为 模糊 数学 方向 历届 研究 
生 上 课 的 讲稿 基础 上 ,经 过 多 次 修改 补充 而 成 的 . 
本 书 能 同 读者 见面 ,承蒙 四 川 教育 出 版 社 的 大 力 
支持 和 帮助 ,作者 特 向 他 们 表示 衷心 的 感谢 . 由 于 
作者 水 平 有 眼 ， 虽 然 尽力 而 为 , 书 中 的 错误 和 羽 尘 
之 处 仍 在 所 难免 , 尽 请 同行 专家 和 广大 读者 批评 
指正 . | 


. 著者 
1990 年 10 月 于 成 都 狮子 山 
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第 0 章 预备 知识 


首先 ,我 们 把 本 书 中 经 常 使 用 的 一 些 基 本 概念 和 有 关 的 预备 
知识 , 择 其 重要 者 ,罗列 于 下 ,以 方便 叙述 和 阅读 . 


》1 集合 


集合 概念 在 现代 数学 中 是 最 基本 的 概念 . 粗略 地 说 ,我 们 把 在 
一 定 场合 所 考察 、 研 究 的 对 象 的 全 体 称 为 集合 ,简称 为 集 . 例如 实 
数 全 体 , 有 理 数 全 体 , 自 然 数 全 体 等 组 成 各 种 数 的 集合 ;男人 全 体 ， 
女人 全 体 , 某 个 学 校 的 学 生 全 体 等 分 别 所 组 成 各 种 人 的 集合 . 一 般 
地 ,由 具有 某 种 特定 性 质 的 相互 可 以 区 别 的 具体 或 抽象 的 事物 全 
体 组 成 一 个 集合 ,其 中 的 成 员 称 为 这 个 集合 的 元 泰 . 或 简称 为 元 . 

一 般 用 大 写字 和 母 4,B,C,… 表 示 集 合 ,而 用 小 写字 母 a,8,c，… 
表示 元 素 . | 

对 于 给 定 的 集合 4 来 说 , 某 个 事物 4, 或 者 它 是 4 的 元 素 , 记 
作 a€ 4, 并 说 “4 属于 4”; 或 者 它 不 是 4 的 元 素 , 记 作 a€E4 或 a& 
4, 并 说 “a 不 属于 4”. 二 者 必 居 其 一 且 只 居 其 一 . 为 了 方便 ,用 记号 
好 表 示 不 包含 任何 元 素 的 集合 , 称 之 为 空 集 . 对 于 任何 一 个 事物 z 
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(V z), ER z€ Ø. 

当 我 们 讨论 某 个 问题 时 ,总 是 把 议题 限制 在 一 定 的 范围 内 ,我 
们 把 所 讨论 的 全 体 事物 组 成 的 集合 X 称 为 论 域 ,经 常 还 把 具有 某 
种 数学 结构 的 论 域 称 为 空间 ,而 空间 中 的 元 素 又 常 称 为 “点 ” 

如 果 集合 4 与 集合 互 所 包含 的 元 素 完 全 相同 , 即 4 5 BER 
示 同 一 个 集 的 符号 . 亦 即 EASE B, 称 4 与 B 相 等 , 记 作 A= B. 
否则 ,4 与 8 不 是 同一 个 集合 , 记 作 AAB. 

如 果 和 集合 4 的 元 素 为 数 不 多 或 者 可 以 按照 某 个 规则 列举 出 4 
的 任 一 元 素 , 这 时 我 们 可 以 用 列举 法 表示 和 集合 . 例如 4 是 由 a,b,c 
三 个 元 素 组 成 的 集合 ,可 表示 为 A= (a,b,c); LiB 是 由 全 体 自然 
数组 成 的 集合 ,可 表示 为 B= {1,2,…,n,…}. 一般 地 ,如 果 p 是 表 
示 某 集合 4 中 的 元 素 所 具有 的 共同 性 质 , 而 任何 不 是 4 的 元 素 都 
不 具有 性 质 ?, 则 可 表示 为 4= (z |z 具有 性 质 p}. 例如 若 4 表示 全 
体 男 人 这 集合 ,可 写成 A= {zlz 是 男人 }; 又 车 4 表示 全 体 实数 这 
个 集合 ,可 写成 A= {ziz 是 实数 } 等 等 . 如果 为 给 定 的 论 域 ,4 是 
由 XX 中 所 有 使 性 质 p 成 立 的 元 素 组 成 的 集合 , 则 称 4 为 和 的 子 
集 ,并 可 写成 4 一 {zEXlz 具有 性 质 n). | 

以 集合 为 元 素 所 组 成 的 一 个 新 的 集合 称 为 集合 系 或 集合 族 . 
例如 给 定 X 为 论 域 ,由 的 所 有 于 集 组 成 的 一 个 集合 系 称 为 的 
带 集 , 记 作 Z2(X)= {4|4 为 X 的 子 集 }. 

RAE X 为 论 域 ,4,BE 多 (X). 

(1) V z€ A>z€ B, 则 称 4 为 B 的 子 集 或 B 包含 4, 记 作 
AC BIR BƏ A. 如 果 进 一 步 AZ B, E ACB R BDA, H£ AXB 
的 真子 集 . 

显然 ,4 二 B, 当 上 且 仅 当 ACB B. BCA. 

(2) 4 与 B 的 并 集 :4UBA (z|z €C As z€ B). 
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(3) 4 与 8 的 交集 :4 站 Ba {rE4 有 8 z€B). 
O 4 的 补 (或 余 ) 集 :4' a (z|z€ X IB z€ A). 
命题 1. 1 对 于 任何 4.8.CE€ P(X) 下 列 性 质 成 立 . 
(1)” 短 等 律 :4U4=4,4 门 4=4. 
(2) ”交换 律 ;,4UB=BU 4,4 门 B==B 门 4. 
(3) ”结合 律 ;:(4UB)Uc=4U CBUO)， 
(ANBNMNC=AN BN. 
(4) RK :(UBNA=4, ANB U4=4. 
《5) 分 配 律 :4U (B C) = (AUB 1 GAUO. 
A(1(8BUc)= (AB) U ANC), 
(6) X5gQ3iS; AUD =A,Af 1 X= A. 
AUxX=x,A 2 =Ø. 
(7) 复 原 律 (对 合 律 ): A ) =4, (特别 有 总 一 好 ,GO = x). 
《8 对偶 律 (或 称 De Morgan E): 
(AUB) 一 水 NB | (A D =A UB. 
(9) 互 补 律 ;4U4 = x,Aí(14' =Ø. 
集合 的 并 、 交 运算 可 以 推广 到 任意 多 个 集合 的 情况 . 
UAAtzlzE XI ti€E7, 使 得 x€ AJ). 
NAAtzlzE X,Y ti€7T, 使 得 7€ A). 
容易 证 朋 : 
AN(UA=U4NAD; 
AU (QA =Q AUA) ; 
(YQ 
(DY | 
BASER- RAFI 若 V a2>21, f AC A... CHER, 


iaio ' 
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和 4 二 4.+1), 则 称 {4.,n 之 1) 为 单调 增 (相应 地 ,单调 减 ) 的 . 二 者 统称 
为 单调 序列 . 进一步 车 令 4 一 口 4.( 或 相应 地 ,4 一 由 4), 则 称 4 为 
(A n> LARR 通常 记 作 A.J AGE, AUA). 一 般 地 , 设 
lm4 f) UA,lima, 2 Ü ha. 
并 分 别称 为 {4.,n 之 1) 的 上 极限 和 下 极限 ， 显 然 lim .CHmA,, # 
m4 一 如 入, 则 称 {4.,4 之 1) 收 伊 , 并 用 lim4, 表示 {4.,1 之 1} 的 极 
限 , 即 lim4. 全 lim4. 一 Jim4. 
另外 ,集合 4 与 8 的 差 和 一 B 与 对 称 差 4AB 分 别 定义 为 
A—B2 (z|z€ A 有 zxEB}=ANB'. 
AAB2 (A— B) U(B— A)= 4UB)— (ANB). 


S2 关 条 与 映射 


设 X 与 7 是 两 个 非 空 集 ，XXY 表 示 匀 与 7Y 的 笛 卡 ia Bp 
XXY=I(z,)|z€ X HB y€ Y). 如果 er 到 了 
的 一 个 (二 元 ) 关 系 . 我 们 用 记号 zBy 表示 (z,y) ERER“ 与 y 有 
关系 R”. HO R71 二 {(9,z) |(z,y)E RB), 则 称 RK RAARO 
称 为 转 置 关系 ). 若 X 一 了 , 称 有 为 和 上 的 一 个 关系 . 

设 X,Y,Z 8=/ EZ, R€ Z2(xXXxY),S€ @<(yYXZ). $ 

R° S=[(G,2)|3 v€ Y Ea C R HG, 2E}, 

NIPE R ° S(€ P(XXZ)) H R 5; 8 的 合成 . 

设 为 X 上 的 一 个 关系 . (1) 如 果 V z€ X #E#(z,z) € R,fkK R 
为 自 反 的 . DMR R =R, PR HHRH. OME R RC R, R 
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为 传递 的 . (4) 如 果 届 是 自 反 、 对 称 关 系 , 称 为 相似 关系 . (5) 如 果 
相似 关系 又 是 传递 的 , 称 为 等 价 关系 . 

经 常用 记号 “一 "表示 一 个 等 价 关系 ,利用 这 个 记号 ,等 价 关 系 
的 性 质 写 作 : 

(Q) 自 反 性 :Y z€ X>z 一 zi; 

(2) 对称 性 ;z~y=>y~2; 

(3) 传递 性 :z 一 六 9 一 < 二 z 一 2 

E r€ X, E= (v€ X|y—z). 显然 BE 多 (X), 则 称 B 为 由 x ` 
决定 的 等 价 类 . 等 价 类 具有 下 面 的 性 质 . 

命题 2. 1 WRES E ERTEN, N E=. REN 
E, =Z. 

EBAI E SET z 决定 的 等 价 类 ,B, 是 由 zx, 决 定 的 等 价 类 . 若 
ENE. AØ, WA yE XIE v€ ENE.. FEE E=.. 

由 等 价 类 的 定义 知 y~z,y~z, 由 对 称 性 得 z 一 六 gz。 再 由 
传递 性 得 z~z.. 因此 VY wE ,有 w~z,z~z。. 再 由 传递 性 及 w~ 
z. Bl €e £. , A ESE.. AEE ESE FEA ESE.. WEE. 

称 关 系 RE 宛 (XX7) 是 一 个 指派 法 则 ,是 指 V z€ X, ES R. 
一 {y€7|(z,y) ER) WREE R= IRE TEHA |)yEY 使 
R,= (y). 这样, 如果 RE PZ(XXY E: 

(g) ER HGy) € RS | 
naan mewn g 、 -thx 5 

A= {zEX| 存 在 yE 了 使 得 (x,y) ER), 

M 二 {yE 了 | 存在 x€zx 使 得 (zx,y)€ R), 
且 称 4 为 的 定义 域 ,M 为 下 的 像 集 ( 或 值 域 ). 如 果 给 定 了 一 个 
指派 法 则 R, 其 定义 域 4 与 像 集 M 是 完全 确定 的 . | 

设 R€ Z(XXY)8 — AJIRI. BIM. WJ REF BEA 
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个 映射 了 ,RE 的 定义 域 4 就 称 为 映射 了 的 定义 域 ,有 的 像 集 就 称 为 
映射 了 的 像 集 ( 或 值 域 ) ,集合 互 称 为 映射 了 的 值 空间 . 

车 了 是 以 4 为 定义 域 ,B 为 值 空间 的 一 个 映射 ,我 们 记 作 f; A 
>B, ZIE S 是 从 4 到 8 的 映射 "或 “f 是 从 4 到 B 的 函数 ”, 或 简 
单 地 说 成 上 映 4 到 B”. 有 时 又 形象 地 把 f 看 成 是 将 4 中 的 点 移 到 
B 中 去 的 一 个 (几何 ) 变 换 .又 VY aC 4,f(a) 表 示 在 下 相应 于 4 的 
B 中 的 唯一 元 素 , 称 为 f 在 a 点 的 值 ,或 a 在 f 下 的 像 .精确 地 说 ， 
如 果 R 是 了 的 (指派 ) 法 则 ,f(a) 就 是 使 (a,f(a))ER 的 3 中 的 唯一 
元 素 . 

设 f;4->8,4, 为 4 的 一 个 非 空 子 集 ,f 在 4 上 的 限制 是 从 Ao 
ER 8 的 一 个 映射 ,其 法 则 是 R= { Ca, f Ca) ) aE A). EHE f | Aos 

设 f:4—>B. Y ATA, €X 

FCA) = (b€ B| 存 在 a€ 4o, 使 得 5 一 fo) )， 

且 称 为 b 在 了 下 的 像 集 , 简 称 为 ( 当 了 已 自明 时 )4 的 像 . 男 一 方 
面 ,Y BEB, EX 

f1(Bo)= {aE A|f(a) € Bo}, 

且 称 为 Bo 在 f 下 的 原 像 (或 逆 像 ). 或 简称 为 ( 当 了 已 自明 时 )Be 的 
原 像 (或 的 逆 像 ) DRH f(DN D =o 时 ,f1(Bo)= 8;f1(B) 
=Á. 

如果 JJ:4->B,9:5->C, 则 了 与 9 的 复合 映射 是 一 个 映射 ° f: 
A>, E e f) G)=g(f(a)),V aC A 精确 地 说 ,yg。 了 的 法 则 是 
(G,c)C AXC| FTE DEB WEI fa) =b H ga) =c). ÆR ge fA 


仅 在 了 的 值 空间 等 于 ç 的 定义 域 时 才 有 意义 . | 
设 f: 4—B. (1) 如 果 asa, EA, B f(a,)= f (a,) Ë 8 a, =a, (等 
价 地 , 当 aaa, 时 必 有 fal) 关 f(a2)), 则 称 了 为 单 射 ( 或 一 一 的 ). 
< 


第 0 章 预备 知识 7 


DENTE DCB, FTE aC 4, 使 得 8 二 f(a) , 则 称 世 为 满 射 (或 了 
映 4 到 B 上 ). (3) 如 果 了 既是 单 射 久 是 满 射 , 则 称 为 双 射 (或 单 
满 射 ,或 称 为 4 到 B 上 的 一 一 对 应 ). l 

本 书 把 映射 与 其 对 应 (指派 ) 法 则 常常 一 同 记 作 

f:A>B,  aļ—>f(a): 
且 把 R= (yeD)lec4(E 字 (XXXID) 称 为 了 的 图 像 

命题 2 2 设 f:4>B. 则 下 列 论断 成 立 . 


(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 
(6) 
(7) 
(8) 


(9) 


ACACECA>f(A) SF A. 
BEB EB>F (BIEF (B). 
f(U4)= Uf(4). 
tET € r 

IQADS , 且 当 yf 为 单 射 时 等 式 成 立 . 
FCU BD = Uf!) 

T tET 
FN B) =N fB). 

i€ET tET . 
fCA0SB,Sf-1(B,)Ə A. 
f !(B/ )= (f -1(B,))' , 
(其 中 Bo' =B—Bo, (Ff 1(Bo))’ 一 4 一 人 1(Bo))， 
f'C(f0(A0J32A. BX f HARRERA. 


aD FC-1(B)]CBo, 且 当 了 为 满 射 时 等 式 成 立 . 


33 格 


设 工 是 给 定 的 一 个 非 空 集 .如果 志 为 KL 上 的 一 个 满足 下 列 条 


件 的 关系 : 


(1) 


自 反 性 :Y a€ L—a<a, 
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(D 反对 称 性 ;a,p€ Lap, paap, 

(3) 传递 性 :op,7E1o<p,6<y>e<y， 
则 称 碌 是 上 的 一 个 偏 序 关系 (或 半 序 关系 ), ( 工 , 魏 ) 是 一 个 偏 序 
集 . 如 果 进 一 步 还 有 

(4) ”可 比较 性 .VY ap a< E pa 必 有 一 个 成 立 . 
则 称 (ZL, 专 ) 蜂 一 个 全 序 集 (或 线性 序 集 ). 

容易 验证 (之 (X), 丑 ) 是 偏 序 集 但 不 是 全 序 集 . 

设 (2 委 ) 是 一 个 偏 序 集 ,4S 工 .如果 Y a€ 4 均 有 oy( 相 应 
H, ya), UFR y 为 4 的 一 个 上 界 ( 相 应 地 ,下 界 ). 如 果 w% 是 4 的 
上 界 ( 相 应 地 ,下 界 ) 中 最 小 者 (相应 地 ,最 大 者 ), 则 称 yo 为 4 的 上 
确 界 (相应 地 ,下 确 界 ), 记 作 yo=sup{alaE A) (相应 地 , 记 作 n= 
inf {a|a€ A)). 

如 果 (Z,< 为 偏 序 集 目 Y a.8EL, {a,p) 的 上 ,下 确 界 均 存 
É B] sup{a, f} EL,inf{a,p}EL, 则 称 ( 工 , 声 ) 为 一 个 格 ， 

命题 3. ] WRL SOES, HV a,8EL 规定 

aV B=supla, f}, a A B=inf{a, B). 
则 世上 的 二 元 运算 V 与 A 满 足下 列 性 质 . V above LE 

(LORIE a V a=a,a A a=a; 

(5L2) 交 换 律 :aV 6 二 pV a,ah p=pAas 

(ZL3) 结 合 律 :CaV A) V y=aV (8V >), 

(aAPB)Ay=aM (BA: 

LORIE: CV B) Aasa, (a A B) V a=a.,. 

证 明 由 上 确 界 与 下 确 界 的 定义 立即 得 证 . 

命题 3. 2 设 二 是 一 个 非 空 集合 ,如 果 在 工 上 定义 了 两 种 (二 
元 ) 运 算 V 与 A 适 合 (上 述 的 ) 性 质 (ZbD 一 (24). 而 且 在 元 上 定义 
一 个 关系 委 如 下 : 
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a< pea V B= B, 
UKL, DOETH. 
证 明 BEL SERE. 
O hR a€ Lo V a= a=>a<Ça. 
Dap pKa V B= B, BV e= a=a= B( H 22388). 
(8)aS8,pS<y=>aV B=B,BV y=y 
=aV y=aV (BV y)= aV P) Vy= AV y= y 
=—a<Çy. 
AL, OBRTE. 
FHE 0490A B= a. 


事实 上 ,一 方面 
ap>cVp= 一 和 0 人 p 一 aoACoV 有 ) 一 0 
另 一 方面 


a À B=a=>aV B= (a À B) V p= 0 B} ap. 

最 后 证 :VY y,6EL,yV ó=sup(y,ó) ,y A ó=inf(y,ó). 

因为 yA (YA)=(yAy)A6=yA5, 则 yA5y. 同 理 7yA 6< 
5. 于 是 yA 为 {y,6} 的 一 个 下 界 . 又 对 于 {y,5) 的 任何 一 个 下 界 2, 
有 4A (yAo)==(XAy)Ao=4A6= 和 , 故 AKA. BIP HEB y A= 
inf{y,6). 同 理 可 证 y V ó=sup(y, ó). 

综合 上 述 知 民 ,三 ) 是 一 个 格 .证 毕 , 

因此 格 也 可 以 等 价 地 定义 为 一 个 代数 系统 4(L，V，A ) 其 中 
V，A 人 适合 上 述 的 性 质 (Z1) 一 (Z4). 于 是 以 后 我 们 有 时 用 ( 己 , 委 ) 
RRR ARAL, V, ) 宕 示 格 ,有 时 干脆 就 写成 ‘L, 志 ,VY， 
A) 

定义 3.1 设 (L,V ,人 ) 是 一 个 格 . 

(1) 如 果 V ,人 还 满足 
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(55) 分 配 律 :(aV PP)Ay= AV (A), 
GaAADVy=(aV) AV, 
eL, V , A ) 为 分 配 格 . 
(56) 如 果 上 中 存在 两 个 元 素 0 与 1 使 得 Y I ÑÑIII£ 
a V 0= a, a A 0=0, 
a V 1=], a Al1= a, 
称 (L,V ,人 ) 具 有 最 小 元 0 与 最 大 元 1. 
(2) 设 (L,V ,A ) 是 具有 最 大 元 1 和 最 小 元 0 的 分 配 格 .' :过 
>L, a| >o 是 满足 下 列 条 件 的 上 的 一 个 对 应 (上 映射). 
(L7) 对 合 律 ( 复 原 律 ); (or Y =a. 
CL8) 对 侦 律 (De Morgan $Ë); Ca V BY =a! NB, Ga A p)! = 
Vr , 称 (Z,V，A，) 为 一 个 软 代 数 ( 或 De Morgan 代数 ). 
(3) 设 (ZL,V ,A ) 是 具有 最 大 元 1 和 最 小 元 0 的 分 配 格 .… L 
>L a| >a 是 二 上 的 一 个 对 应 ,满足 (Z7) 与 下 列 条 件 : 
(59) 互 补 律 :aV ao = 一 1,aAw 二 0. 称 (L,V ,A 人 ,') 为 一 个 布 
尔 代 数 (Boole 代数 ). 
l 例 3.1 $ Lo={0,1) 规定 V,A， 如 下 ， 


3 


Vi0 1 A!0 1 af 
0]0 1 0 0 0 1 
1]1 1 110 1 0 


容易 验证 ({0,1),V，,A， ) 是 一 个 布尔 代数 . 
例 3.2 $ L=[0,1],Y a,8€ [0,11, 
aV p=sup{a, f} a N B=infía,By æ =1— a. 
容易 验证 ([0,1,V，,A，) 是 一 个 软 代数 ,但 不 是 布尔 代数 . 这 是 
因为 (29) 不 成 立 , 例 如 (0. 2) =0.8, 则 0.2A(0.2) =0.2A0.8 
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=0.2=0. 

命题 3. 3 布尔 代数 一 定 是 软 代数 . 

证 明 (1) 首 先 证 明 aV 86 二 1,a 人 6 二 0 二 >p 二 a' .事实 上 ,由 
(L5)、(L6) 与 (L9) 得 
6p=1Ap=(ayvw)Ap=(oAA)V(w AB)=0V (a AB)== AB; 
a =1IAw=(ovAAw =(eAw)JV(6Aw )=0V BAA ) 一 5A 
o .再 由 (7Z2) 知 6=o ， 

(2) 再 证 明 De Morgan 律 成 立 . 

(aV PV a A#')=(aVBVm ) AaV BV P) 

=(1VAACaV1)=1A1l=1; 
(aV PV (e Ap )=(eAw Ap )V(EAw Ap ) 
=(0Ap' VOA )=0V0=0. 

于 是 由 (1) 知 mw Ap = (cy 8p8)', 再 将 此 式 中 a 换 成 w ,86 换 成 pr ， 
又 由 (ZL7) 即 得 (w%) AY =Car VB ' MD a A B= (a V pr y , 
ATACA pY 二 (Ca VEY 二 w Vp'. 即 已 得 所 欲 证 . 

C3) 由 软 代数 的 定义 知 布尔 代数 是 软 代数 . 

命题 3. BL, V, A ,') 是 软 代数 . WJ 

Aa, pEL, aS pP a .( 即 ' 为 L 上 的 逆序 映射 (对 应 )). 

(2)0’=1,1’ =0. - 

证明 (Da<p>aV p= p>p =a Ap p <=. 

(2) 因 为 1A0 =v 与]V0 =(1) V= A0) =0 #l 
0 一 1. 同 理 V — 0. 证 毕 . 

命题 3.5 设 (L,V ,人 A,') 是 分 配 格 且 具 有 最 大 元 1 与 最 小 
元 0. 如 果 映 射 ';L->L,al 一 oa 满足 (L7) 目 是 逆序 映射 , 即 

a, pE L, a Sp>P' 志 a'.( 称 映射 ' 为 L 上 的 道 序 对 合 对 

应 ). 则 (IL,V ,A ;') 是 软 代数 . 即 (58) 成 立 . 
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证 明 VEZySyV9 且 4 入?V6, 由 此 得 (7V6) <y H 
OVA <ç , 则 CyVO6)' 为 {y ,8 } 的 下 界 , 从 而 CyVO)' < A. 
X y Ad <y B y Aó < ML AS ),4<0 A ) ,由 此 
O Aó ÆDER A Vso AG. je y Aó 
=(( AF YY SOVY .这 就 是 证 明了 (CyV6)' =y Ad. AE 
可 证 (yA6)' =y V .证 毕 . 

定义 3.2 设 代 ,V，,A) 是 一 个 格 . 

(了 如果 VY (a,,t€ T) EL MA Va € L B Aa € L, MPL, V, 
A ) 为 完备 格 . 

(2) 若 (L,V ,A ) 是 完备 格 且 VY (aot€ T)CCL,a€ L # 

CV e) Aa= V Gw Aa), 
CAa2 Va= A&V a), 
则 称 (Z, V, ) 为 无 限 分 配 格 . 
DOEL, V, ) 是 完备 格 且 V GELEI jE A 
y, (Aa) = (V ae) , 


ACV aj) = V (A Qisa) s 
feliz, ‘E 


i€l j€¿, 

WEL, V，A > 为 完全 分 配 格 . 

(4 如果 (Z,V，A ) 是 完全 分 配 格 上 且 映 射 ' :7Z-> 民 为 工 上 的 道 
序 对 合 对 应 , 则 称 (Z, V，A ， ) 为 模糊 格 ,简称 为 F 格 . 

命题 3.6 EL, V, MEZAR. NI 

(OEL,1EL. 

(2) 《IL,V ,A ) 是 完全 分 配 格 之 无 限 分 配 格 之 分 配 格 . 

证 明 (C)0= Ata|a€ L)6 L,1= V (a a€ LY6 L. 

《2) 设 I=11,2), # Ji ERE — 45689 BPA E BE ov 写作 
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a; J = J, BIJE oz 写作 a. 则 由 完全 分 配 性 知 
(V o)Ao= 一 caACVo) 一 V (Ga Aa;)= V (a; Aa). 
)j€ J JE 了 JE 了 JEJ 
同 理 CA a) V a= A V a). 
又 “无 限 分 配 性 坊 分 配 性 ”显然 成 立 . 证 毕 . 
命题 3.7 如 果 (L,V ,A,') 是 格 , 则 它 是 软 代数 有 具有 更 
强 的 De Morgan ## , 
(Va)! = Aga, (Aa)! = V a ,. 
€T t€ T t€ T t€ T 
证 明 由 于 下 格 必 为 完备 分 配 格 及 命题 3.5 知 人,V，A，， 
是 软 代数 . 由 于 “是 工 上 的 逆序 对 合 对 应 , 则 VY LET, a< V a MA 
TCV a) <a t. BRC V a)" 是 {a tT) 的 一 个 下 界 , 所 以 
(Va)! < Aa. 
tET tET 
X v t€ T, Nz, <a, M ww 一 (Co < A y ,于 是 Va<( A mY . 
由 此 知 
(Va)! Na. 
IET IET 
所 以 CV ey = A. 同 理 可 证 (a) = V a. 证 毕 . 
定义 3.3 DRUD EMF, a JEL, Æ os p B az n, 
则 记 作 a< J. 
(2) 如 果 (L, 声 ) 是 一 个 格 且 当 a< 8 时 , 必 存 在 yEL 使 得 a< 
y< BA, WRL <) HAR. 
命题 3. 8 如 果 4Z, 入 ?是 完备 稠密 格 , 则 Y JELA 
V {ala€ L,a<p}=, 
A (a|@e€ L,B8<a) = A (a| € L,a2> 0) = 0. 
证 明显 然 h 是 {a€ Lla<P} 的 一 个 上 界 , 则 
V (a|a€ L,a< B) SA. 
如 果 等 号 不 成 立 , 则 存在 vE 使 得 
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V {ala€L.a<p}<y<h. 

于 是 一 方面 V {alo€ L,a<p}<y; 另 一 方面 由 y<p 知 7y 是 (ola€ 
L,a< 8) pE 5368 IN k, X 8 y< V (a |a € L,a< n) ,发 生 予 
盾 . 故 必 有 V (a |a € L,a<C 0) = B. AEEA (a|aL,a< B) = 8. uE 
H. 

EA (L, <) E kak P St su S f. 例如 设 L— Lol, 2S 
8 表示 [0,1] 中 全 体 有 理 数 , 则 《L, 志 ) 是 币 密 格 ， 但 不 是 完备 格 . 文 
若 (人 ,过 ) 是 完备 格 , 则 也 未 必 就 是 稠密 格 . 例如 令 二 {0,1) W 
(Lo 委 ) 是 完备 格 ,但 不 稠密 . 

例 3.2 (多 (X),U, 门 ,') 是 完备 的 布尔 代数 . 


如 果 给 定论 域 X, 令 
Z*&{0,1}*={%|%: X—>{0,1)} 
(VX) (2) = V Ala) V z€ X 
(AX) G)= AL) f V z€ x 
Y'G)=1—X(z) V z€ X 
则 我 们 立即 得 
命题 3.9 (PA. UNDA, V A ，) 是 同 构 的 
完备 布尔 代数 . : 
证 明令 上 映射 了 :2CX 一 10,1)54| 一 Y Jer 
Xala) = < “€ 4 
0 r€ A 


不 难 证 明了 是 双 射 ,而 且 VY 4 三 P(X),tES,AE G(X) 有 
T(UA)= VT(A). 
tES € s 
TA 4.)= ATA l. 
Es ES 
TCA )= (T(A))' 
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所 以 命题 成 立 . 证 毕 . 

如 果 4E 多 (X), 称 Xi 为 集合 4 的 特征 函数 . 

命题 3. 10 〈[0,1],V ,人 ) 是 完全 分 配 格 ,进一步 蔡 令 a = 
—a,V aE[0,1]. 则 《50,1J,V，,A,') 是 F 格 . 

证 明 显然 ([0,1], 委 ,V,A) 是 全 序 集 且 为 稠密 的 完备 格 . 
任 给 (dj,iE7,jE DJS[0,1] 一 方面 ,由 于 Y f€ HJ. MIO E 
Y iEI， 则 得 V i€E L,Y, s FEV f€ CT 有 

bso A Y w 


从 而 


V CA ODSA CY, u). 
se; i€ 


另 一 方面 ， 对 于 任何 a6EzZ ,由 (50,1], 科 ?是 全 序 集 以 及 稠密 性 知 
a< A ( V q )=>V 1€ I,a—< V ai; 
i€1 jE, jE 
=V :€ ,3 jG)€ 7, [EB a<ai,;6. 
AR f€ HJ, 使 得 ,VY ELOD =G), AT Kanno T AE 
co CGE V (Aaso). 
iE7 fell, ʻE! 


再 由 [0,1] 的 完备 性 、 稠 密 性 及 命题 3. 8 得 
AC V a )= V {ala < A ( V LABES V CA aio). 
i€! JEJ i€! j€2, rela, €! 


i€r 


综合 上 述 即 得 
A ( V oi = eV Ae Jo) 
iT ;€7, 

同 理 可 证 


VeA a) = A Vaso). 
i€r je, sells, €! 
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所 以 [0,1],V ,人 ) 为 完全 分 配 格 . 再 由 映射 ，:[0,1]->[0,1], 是 
”逆序 对 合 对 应 . 故人 (Z,V ,A ,') 为 P 格 .证 毕 . 
定义 3.4 设 {L,tET) 是 一 族 偏 序 集 , 记 
L= (f:T— ULY tET, fH EL? 
称 荆 为 { 友 GE2) 的 直 积 , 记 作 L= H L. 若 在 工 中 规定 :VY f,z€ L, 
f< 当 且 仅 当 Y z€ T, fO). ML, S) 83 rin tE L= 
ra 

命题 3. 11 如 果 {L4,1€ 中 是 一 族 完备 格 , 则 L— T L, tb ese 
备 格 . 

证 明 ViET, 令 69)=0,100)==1, 则 9 与 1 分 别 为 的 最 小 
元 与 最 大 元 . Y ACL, A= %,Jl| supa=sup0ç=0;35 AO, MY 1E 
T 有 4 二 1f (D1fE 4) 关 @. 由 是 完备 格 知 ,sup {a|a€ A) 和 
JOEL WMI JEL 容易 验证 9 就 是 4 在 工 中 的 上 确 界 . 同 理 可 
证 4 在 工 中 的 下 确 界 也 存在 . HA LEZER WE. 

命题 3. 12 如 果 {L,t€E7) 是 一 族 完全 分 配 格 , 则 = N L e 
是 完全 分 配 格 . | 

证 明 V {gyiE1,jEJ.}CL, 由 于 Y tE7,L 为 完全 分 配 格 ， 


则 
V(AgG0)= A (Vgzo(D). 
ier jeJ, rela, ie! 


i€2 


再 由 
(CV(A9iD)CGD=V(AOCD) A VaN O= A NVa) 
i€! jE, iE JEN, sreli, €! rert, €: 


‚E&i 


知 
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同 理 可 证 
AA he) 
所 以 工 为 完全 分 配 格 ,证 毕 ， 
命题 3. 13 设 开 是 给 定 的 非 空 集 江 为 完全 分 配 烙 . 若 令 
: L= 1f:X—L), 
则 Lx 是 完全 分 配 格 . 
证 明 利用 命题 3. 12 的 记号 和 结果 , 令 T=X,Y t€ T,L,— 
工 , 则 L*= HL. 由 此 知 Lx 是 完全 分 配 格 .证 毕 . 
命题 3.14 设 X 是 给 定 的 非 空 集 , 则 [0,1]* 是 完全 分 配 格 . 
证 明 Hm 3.10 知 ,[0,1] 是 完全 分 配 格 . 再 由 命题 3. 13 
得 证 [0,1J” 是 完全 分 配 格 . 证 毕 . 


$4 集合 族 


定义 4.1 设 X 为 论 域 ,x 己 (X) 满 足下 列 条 件 

(DDV ABE A >ANBE Z. 
则 称 -ez 为 x 族 ( 或 4 系 ). 

(2)Y A,BE A >AUBE.Y,; HY 4E.ox>>4 EL. MP 
为 代数 . 

(3) 为 代数 且 Y ASEA, AEA Y aZ1=>limA, 
€ zy. 则 称 .ez 为 = 代数. 

显然 x 族 对 于 有 限 交 封闭 . 代数 对 于 有 限 并 和 有 限 交 与 补 封 
闭 且 含 空 集 多 与 全 集 义 .0 代数 对 于 可 数 并 和 可 数 交 与 补 封 团 且 
包含 空 集 名 与 全 集 X. 
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定义 4.2 如 果 .x 多 (7) 满足 下 列 条 件 : 

(1l)XE Je; 

(DA, BEL H ATB>B—AE S; 

(DAEA, nal, B ACA Y n221=limA, €. 
则 称 -er 为 入 族 (或 入 系 )， 

命题 4. 1 .x 是 代数 的 充 要 条 件 是 : 

(1).ozr 为 > 系 , 且 和 Everi 

(2)V A,B€ X H ACB=>B— AE X; 

(3)V A,BE .er H AN B= => AU B€ Z. 

证 明 必要 性 . 车 .or 为 代数 ,显然 (1).er 为 4 E, X€ Z, 
(2)B 一 4 一 B 人 4 EL; (3ER AUBEL. 

充分 性 . 若 定理 中 条 件 (1) 一 (3) 成 立 . 则 V 4E .x ,4 = (X— 
AJE. Y A,BE Æ, AUB=AU(B—(ANBD EL, EL A 为 

命题 42 设 {.x4,tE7} 为 一 族 o RE ML). {ALY € 
T,AE SODE o 代数 . 

证 明 V aE NAt>Y tET,AE ət AMA ESDA 
ERa 

V 4,BE NAY tET,A,BE A 从 而 AU B€ x 二 4A1 门 B 
EN4 

V (An21),4,ZA,A,€ QAN ET AES >l, AN 
AE A SAE NA 
所 以 用- 是 0 代数. 

如 果 -ee 对 于 单调 集 列 的 极限 运算 封闭 , 则 称 .ez 为 单调 系 . 
同 命题 4. 2 证 明 方 法 相 类 似 , 可 以 证 明 ， 
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命题 4. 3(1) 如 果 {-e7.,tET) 为 一 族 单 调 系 , 则 站 -x 为 单 
GODR (t€ T) NJË z RMA 为 了 系 ， 
(3) 如 果 {_e74,tE7T)} 为 -- 族 入 系 WAA: 2 À £. 
”如 果 6CDZ(X), 令 
o=) ES H... 是 o 代数 }， 
MEAN |eC. H... 是 单调 系 }， 
ASNA ESA R... 是 和 4 系 }. 
分 别称 oE) M (#) 5 EB) 为 包含 2 的 最 小 o 代数 ,最 小 单调 系 
与 最 小 和 4 系 . ' 
命题 4.4 设 人 为 一 集 族 . 
(1) 若 为 代数 , 则 MM(Z)==o(@)， 
(2) 车 2 为 x 系 , 则 MESE), 
证 明 (1) S 
t={AEM(E)| A EMG) AIBE M(@),V B€ ë). 
W EST, H -vi HAR AMOSA. 显然 ACM (Z), 
所 以 -om i= M(Z'). S | 
of2—= (AC M(#@)|A) B€ M(#),V B€ M(E)}. 
由 .oz 一 ME) 知 ,GE.er. 但 .er: 为 单调 系 . 从 而 871= (Z). 
综 上 所 述 ,我们 有 
V A€ M(#)= A EM(E); N A,B€ M(#)=AUB6€ M(E). 
El ME) 是 代数 . 再 由 ME ) 为 单调 系 知 ,ME) 为 代数 . 因此 ， 
H o (@)CM(Z). BRE M(E)LolE). FEV M(E) =0 (8). 
D 类 似 于 (1) 的 证 明 ,请 读者 自 证 .证 毕 . 
作为 上 述 命题 的 一 个 简单 推论 ,我 们 有 
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命题 4.5 VZ, 为 两 个 集 族 且 C. 
DE 2 为 代数 且 -ee 为 单调 族 , 则 o (Z). 
DEE 28 x £ H. — HARM AOS. 
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第 一 章 ”模糊 集合 


本 章 介 绍 模糊 集合 论 的 基本 概念 , 它 是 学 习 和 研究 模糊 数学 
的 基础 ,内 容 包 括 模 糊 子 集 ,模糊 集 的 运算 ,分 解 定理 ,表现 定理 ， 
以 及 更 一 般 的 工 一 模糊 集 等 ,最 后 介绍 特殊 的 模糊 集 一 一 模糊 点 
与 模糊 集 的 公理 化 定义 . 


9] F 644 


众所周知 ,在 通常 集合 论 中 , 当 XX 是 给 定 的 非 空 集合 时 ,XX 的 
子 集 4 可 以 由 它 的 特征 消 数 %: :X 一 {0,1) 来 刻 划 , 即 Y z€ x, 
(1, 当 z€4， 
Xaa) =< — 
0,4 z € A. 
特征 函数 % 给 出 了 元 素 z 与 子 集 4, 对 其 元 素 要 求 适 合 的 条 件 相 
符合 的 程度 ,和 (x)==1, 即 z 完全 适合 的 情形 ;否则 xs(z) 一 0, 即 > 
不 适合 的 情形 ,因此 子 集 4 具有 清晰 而 明确 的 界限 , 它 描述 的 是 
“ 非 此 即 彼 ” 的 确切 概念 | 
然而 ,客观 世界 中 许多 概念 并 没有 明确 的 外 延 ,常常 具有 一 - 定 
的 模糊 性 . 我 们 从 下 面 两 个 简单 例子 来 说 明 如 何 用 模糊 子 集 来 描 
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例 1.1 设 X 表 示 全 体 人 组 成 的 集合 , 则 男人 的 集合 ,女人 和 集 
合 分 别 是 X 的 通常 子 集 ;然而 如 用 H 表示 “高 个 子 的 集合 ”, 了 表 
示 “ 年 青 人 的 集合 ”,0 表示 “老年 人 的 集合 ”, 则 五 ,了 ,0 不 再 是 X 
的 通常 子 集 了 . 因为 一 个 人 究竟 是 不 是 “高 个 子 ”, “tE K R E 
年 人 ”没有 分 明 的 界限 , 即 这 些 概念 没有 明确 的 外 延 ,它们 描述 的 
是 具有 某 种 模糊 性 的 事物 ,是 x 的 模糊 子 集 . 此 时 , 某 人 = 5 H, 
Y,0 的 关系 不 是 单纯 的 “属于 ”或 “不 属于 ”的 关系 ,而 往往 说 在 多 
大 程度 上 属于 ,这 种 称 作 隶 属 度 的 从 属 程 度 不 能 只 用 0 或 1 来 表 
示 , 而 可 以 取 自 闭 区 间 [50, 吉 中 的 任何 实数 值 . 可 见 ,X 的 模糊 子 集 
五,Y ,0 可 分 别 用 X 到 [0,1]j 的 适当 的 映射 来 刻 划 . 

例 1.2 设 X 是 全 体 实数 的 集合 , 则 “所 有 大 于 1 的 实数 ”是 
的 子 集 , 即 

A= (z € X|1 < z < co). 

换言之 ,只 要 实数 z 比 1 大 , 则 %%(z)=1, 也 称 z* 对 4 的 从 属 程度 
为 1; 而 当 实 数 z 小 于 或 等 于 1, 则 和 (一 0, 也 称 > 对 4 的 从 属 程 
度 为 零 . 这 表明 子 集 4 有 明确 的 界限 , 它 描 述 的 是 一 个 分 明 的 概 

现在 设 表示 “ 比 1 大 得 多 的 实数 的 集合 ”, 则 B 就 不 再 是 和 
的 通常 子 集 了 . 因为 与 例 1.1 一 样 ,无 法 对 B 给 出 一 个 明确 的 界 
限 ,而 只 能 说 某 实 数 对 p 的 从 属 程度 大 一 些 , 另 一 实数 对 8 的 从 
属 程度 小 一 些 . | | 

我 们 用 闭 区 间 L0,1] 中 的 实数 值 来 表示 这 种 隶属 度 的 大 小 . 例 
如 10 对 8 的 隶属 度 为 1,10 对 B 的 隶属 度 为 0.5,5 对 p 的 隶属 
度 为 0.2, 等 等 . 一 般 地 ,V z€ XX,us(z)E [0,1] 表 示 z 对 B 的 隶属 
度 .此 时 ,用 到 [0,1] 的 映射 w 刻画 的 “集合 25 就 是 z 的 模糊 子 
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集 . 

定义 1.1 设 X 为 给 定 的 非 空 集合 (通常 称 为 论 域 ),X 的 模 
糊 子 集 4 是 指 区 到 [0,1] 的 一 个 映射 uu:X 一 [0,1] 所 确定 的 序 对 
集 

f A= ((z,n (z)) |z € X) 

其 中 映射 ww 称 为 4 的 隶属 函数 ,Y z€ X,mm(z) 称 为 z* 对 于 A 的 隶 
属 度 . 

模糊 子 集 4 完全 由 其 隶属 函数 所 确定 ,因而 以 下 我 们 总 把 二 
者 不 加 区 别 ,而 直接 把 模糊 子 集 4 定义 为 一 个 映射 AXo], 
V rEX,A(z) 表 示 xz 对 于 4 的 隶属 度 . 

当 论 域 基 自明 时 ,X 的 模糊 子 集 简称 模糊 集 , 且 为 行文 方便 ， 
以 后 “和 模糊 (Puzag) 一 词 常 简 记 为 “P”, 如 X 的 模糊 子 集 简称 F R, 
并 以 多 (CO =[0,1J* 表示 X 的 F 集 的 全 体 , 即 Z (X)= (A| A: X 
—[0,1J). | 

显然 , 当 亚 集 4 的 隶属 函数 mw 只 取 0,1 两 个 值 时 ,4 便 赔 化 
为 X 的 通常 子 集 ,u 即 为 4 的 特征 函数 %, ,换言之 ,和 的 通常 子 集 
可 看 作 的 一 类 特殊 有 集 . 即 若 用 2 (x) =2* 表示 X 的 每 集 , 则 

S (X) C F(X). 

例 1.3 设 以 年 岭 的 集合 为 论 域 ,并 取 X 一 [0,100]. Zadeh 曾 

给 出 “年 轻 2 与 “年 老 ”0 这 两 个 集 的 隶属 函数 分 别 为 


i ` 0 < z< 25, 

|， | 当 25 < z < 100, 
o w 0 =< z =< 50, 

|， r= J 当 50 < z < 100, 
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其 函数 图 形 如 图 11a), (b) EE. 


于 是 7 了 (30)==0.5， 了 (40) 二 0.1，Y(45)==0. 06 等 ; 
“0(55)= 二 0.5， 0(60) 一 0.8， 0(70) 二 0. 94 等 . 
例 1.4 设 论 域 X=R 为 全 体 实数 的 集合 , 则 “ 比 1 大 得 多 的 
实数 的 集合 ”是 的 集 B, 它 的 隶属 函数 可 以 定义 为 
l (0, 34 r< 1, 
BG) = < 
[1 十 100(G - D 2] 1, r>, 


其 函数 图 形 如 图 1. 2 所 示 . 
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图 1.2 


于 是 B(11)=0.5,B(21)=0.8,B(31)=0.9 等 . 

关于 及 集 的 表示 方法 ,通常 有 如 下 几 种 形式 . 

1. 设 论 域 是 有 限 集 X= (zu sr z) WIREX 1.1,X BJ F 
集 A= {Cis pa C21) ) (zz y Ha (z2)) (zyp(z)))}， 此 种 表示 法 称 
为 卫 集 的 序 对 表示 法 . 

当 论 域 X 的 元 素 已 排列 成 一 定 顺序 , 则 在 7 和 集 的 序 对 表示 法 
中 可 省 略 元 素 的 符号 , 记 为 

A = {p21) pa lE), n (2z.)), 

称 为 集 的 向 量 表示 法 . 

例 1.5 设 由 五 人 组 成 的 集合 

X = (a,b,c,d,e), 

X 中 “高 个 子 ” 的 集合 4,“ 胖 子 ” 的 集合 B 都 是 R, ERRAKI 
IA 
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A(a) = 0. 8, B(a) = 0.5, 
A(b).= 0, BG) = 0.7, 
A(c) = 0. 3, B(c) = 0.4, 
4kd) = 1, B) = 0.1, f 
A(e) = 0.5, Ble) = 0.9. 


则 A={Ca,0. 8), 8,0), Ce,0. 3), (d,1),Ce,0:5)}, 
W A=(0.8,0,0. 3,1,0. 5); 
B={(a,0. 5), ©, 0.7), Ce, 0. 4), (e,0. 4), (d, 0. 1), (e, 0. 
9)), l 
EË B=(0.5,0.7,0. 4,0. 1,0. 9). 
2. 设 论 域 是 有 限 集 X= {11,22,02}. Rk Zadeh 的 表示 法 、X 
的 卫 集 4 可 以 记 为 


A = AGz,)/z, + ACGz;)/z; 十 … + AG.) /z,., 
或 4= > AGO) /zi 


注意， 这 里 记号 “十 ",“ 2 ”都 不 是 普通 求 和 的 意义 ， 记 号 
AGD /zi 等 也 不 是 分 数 的 意义 ,它们 只 是 被 用 来 说 明 X 中 的 元 素 = 
,对 4 的 从 属 度 为 AC). 
”如 例 1.5 中 ， 
A=0. 8/a+0/b+0. 3/c+1/d+0. 5/e 、 
B=0. 5/a 十 0. 7/b+- 0. 4/c+0. 1/4+-0. 9/e. 
注意 ,在 Zeh 表示 法 和 序 对 表示 法 中 ,如 果 某 元 素 z€ x, 
4(z) 一 0, 则 相应 的 项 或 序 对 可 以 不 列 入 ,但 在 向 量 表示 法 中 ,z 的 
从 属 度 0 必须 在 相应 位 置 写 出 ,比如 
A={(a,0.8),(c,0.3),(d,1), Ce,0.5)} ` 


第 一 章 ”模糊 集合 27 


=(0.8,0,0.3,1,0.5) 
=0.8/a+- 0. 3/e+ 1/d-+0. 5/e. 
3. 当 论 域 X 为 一 般 情 形 ( 尤 其 和 是 无 限 集 时 ) ,按照 Zadeh 
的 表示 法 ,XX 的 了 集 4 可 记 为 
A= | PO 


与 前 述 类 似 ,记号 *| "不 是 普通 的 积分 运算 符号 ,而 是 用 来 
表示 z 与 其 对 集 4 的 从 属 度 4(z) 两 者 对 应 关系 的 总 括 记号 . 
如 例 1.3 p, 


加 z— 25)27-1 
y =f 0<:<25 l/s 二 | acn [i + | 5 | ] f2, 


o= | 50<z<100 [i + k T 


4. Hwi X OEC RER 的 某 区 间 时 ,常用 具体 的 解析 
式 表 示 FF 集 的 隶 局 函数 ,从 而 确定 了 R. 如 例 1.3 和 例 1.4 的 情 
JE. 


$2 FRZ 


有 集 由 其 隶属 函数 确定 , 忆 集 的 运算 自然 可 点 式 地 由 下 集 的 
隶属 函数 作 相 应 的 运算 来 定义 . 本 节 首 先 讨论 了 集 的 格 运 算 ( 交 ， 
并 , 补 ) 及 其 性 质 ,然后 介绍 更 一 般 的 运算 . 

定义 2.1 设 4,BE. 多 (X)， 

(1) 如 果 VY z€ X, AG)<<BG2) , MIP B 包含 4, 记 作 AKB sk B 
之 4( 也 可 记 为 AC B Ek BDA). 

(2) 如 果 V zEX,4(z) 一 5B0z), 则 称 4 与 了 相等 , 记 作 4=8. 此 
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时 A,B 是 同一 个 集 . 

易 见 ,4=B 4 HA4 ASB H BSA. 

“SIE % (X) 上 的 偏 序 , FX), S AR 6, t AG X: 
V z€ X,6G2)=0,XG)=1. 

定义 2.2 WABC (X). AVB,AAB,A EF (XII F; 
V z€ X, 

(A V B)(z) = AG) V BG2)(= max(AG),B(z))), 

(A A B)G2) = AG) A B(x)(= min(AG),B(z))), 

A G) = [XW] (= 1 — Aa). 
此 时 ,分 别称 4V B,4AB 为 集 4 与 B 的 并 集 ,交集 ,4' 称 为 4 的 
补 集 . (参见 图 1. 3(a),(2), (0)) 


b) AAD 
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显然 , 当 A,B 是 的 分 明子 集 时 ,定义 2.2 分 别 给 出 分 明子 
集 4UB,4mB,4 的 特征 函数 . 
例 2.1 设 X 及 X 的 了 集 4,8 如 例 1.5, 则 X 中 “高 个 子 或 胖 
子 "的 集合 
AVB =0.8V 0.5/a+-0V 0.7/b+0.3V 0. 4/c+ 1 V 
0. 1/4+0. 5V 0. 9/e 
=Q. 8/a+0.7/b+ 0. 4/c+1/d+0.9/e; 
“又 高 又 胖 的 人 ”的 集合 
AAB=0.8A0.5/a+ 0A0.7/b+ 0.3A0.4/c+-1A 
0.1/d+ 0.5 A0.9/e 
=0. 5/a+0/b+0. 3/c+0. 1/4+ 0. 5/e; 
“不 高 的 人 ”的 集合 
A = 0.2/a + 1/b + 0.7/e + 0/d + 0.5/e. 
例 2.2 k X X X ü) p $ Y,O 如 例 1.3, 则 “年 轻 或 年 老 的 
人 ”的 集合 
. 128) 


z 一 0) T ya, 


5 


其 中 a 二 51; 
“不 年 轻 的 人 ”的 集合 


， _ z— 251217! 
Y = f ,1 [+] 5 | ] /z 


易 见 ,X 的 两 个 F 集 的 并 , 交 运 算 可 以 推广 到 任意 多 个 的 情 
形 . 
定义 2.3 W 4.E€.F8(X),tET( 指 标 集 ),Y xzEXX, 命 
(VAD G) = V AG) (= supAG)), 
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(AA) = AAG)(= inf ACz)). 
W V A, AA € Z X), IA X Bj F fE] A t€ 7) 的 并 集 , 交 
集 . 
定理 2.1 W A,B,C€ Z (X), lJ 
d) 4V4=4,4A4= 4; (RSE) 
(2) AVB=BVA,AAB=BAA; (交换 律 ) 
G) (AVB)VC=AV BVO), 
(CAAB)AC=AA (BAC); (结合 律 ) 
(4) (AVB)AA=4, 
(4AB)V 4 一 4; (吸收 律 ) 
(5) AA (BVC)= (AAB) V (AAC), 
AV (BAC) 二 (4V 8B)A(4VC); (分 配 律 》 
(6) 六 ,$B 适合 : 
AV X=X,AAX=A4, 
AV B=A,AAM @= %; (0 - 工 律 ) 
(7) AY = 二 4; (对 合 律 ) 
(8) (AVBY =A NB',(CAAB)Y =A NVB. (De Morgan 


进而 , 若 BEFCX),tET( 指 标 集 ), 则 (5), (C8) 可 推广 成 如 下 
ÉR: 
(5) AACVB)= V CAA BD, 
AV CAB) = A CAV B); 
BY (Y BY = AB, (AB) =N B. 
证 明 依 定义 2 2,2. 5 及 格 ([0， 1],V,A 人 ，) 的 性 质 ， 易 直 接 
验证 .以 De Morgan 律 为 例 ,V z€ X, 
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(AV BY G) =1—((AGz) V B(z))= |—maxíAGz), B(z)) 
=miníl— Afrz),1-DBGz))== A! (z) A B' (z) 
一 (4 A P' )(z). 
同 理 ,(4AB)' =A VB. 证 毕 ， 

Er 由 本 定理 知 , (ZAX), VY ,人 A) 是 具有 无 限 分 配 律 的 完 
备 格 ,《F(z),V ,人 ,') 构 成 一 个 软 代 数 . 

2 在 .多 (X) 中 补 余 律 不 成 立 . 因为 在 一 般 情形 , 当 0< AG) 
<1 时 ,有 (AVA )G)=max(AG),1—AG))<1, 

CANA )(z2) 一 min{4(z) ,1 一 4(0z)) >0, 
因而 4V4 Z X,AA4 Z Q. 

事实 上 ,我 们 有 

命题 2.2 i AC. Z (X).WJ FR Z42846 H: 

G) AVA = X; 

Gi) 4A4 =Ø; 

Gü) 4E {0,1)*, 即 4 为 X 的 分 明子 集 的 特征 函数 . 

在 .多 (X) 上 除了 格 运 算 V ,人 之 外 ,由 于 问题 的 不 同 需 要 ,可 
引入 其 他 称 为 广义 并 V ,广义 交 人 ' 的 运算 . 与 V ,人 运算 一 样 ， 
它们 都 依 [0,1] 上 相应 的 三 元 运算 U', 门 * 的 不 同 定义 , 按 点 式 给 
出 多 (X) 上 V*, 人 * 的 运算 . 即 

定义 2.4 设 U', 门 分别 是 [9,1] 上 的 二 元 运算 .对 4,BE 
S< (X),V XEX, 命 

(A V * B)G) = AG) U * BG), 
(A A *B)G(z) = AG) f) * BCe). 
W AVB, AN BEF (X), V A 分 别称 为 多 (EXE) 上 由 局 , 
N "决定 的 广义 并 ,广义 交 运 算 ， 
@J2.3 QH.. ;[0,1]x [0,.1]—[0,11,V a,b€ [0,1], 
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a+b=a+b— 0b, 
a * b= ab. 
于 是 Y 4,BE Z (X) ,rz€ X, A 
(AB)G)=AG)ÑTLBG)= Al) | BGa)— A(z)B(z), 
(A+ B) Ga) = AG) > BG)= AGz)BG2D. 
则 4 十 B,4。 B€ Z (X), (X) LAR“ s.a "分 别称 为 概率 
易 见 十”,*。 ?适合 交换 律 ,结合 律 , 0--1 律 ,De Morgan 律 
等 ,但 不 适合 寡 等 律 ,吸收 律 及 分 配 律 .因而 (( 多 (X) ,十 ,。) 不 是 
格 . 
例 2.4 命 四 ,@:[0,1]X[L0.1]~>[0,1VaeeE[L0,I， 
a@b=min(1,a+b),aQ@b=max(0,a+b—1). 于 是 ， 
V A,BC XZ (X) ,z€ X, 
(ADB) = 1 A (CAG) + B(z)), 
(A@B)(z) = 0 V (AG) + BG) — 1). 
则 ADB,AOBE Z (X). 多 (CD) 上 的 运算 < 四 "“@? 分 别称 为 有 界 
和 ,有 界 积 . 
易 见 “由 ”，“@ ”适合 交换 律 ,结合 律 , 0 一 1 律 , pe Morgan E, 
补 余 律 等 ,但 不 适合 竺 等 律 , 吸 收 律 及 分 配 律 . 因而 (多 (X) ,四 ， 
UTEK- 
F 集 的 相当 一 类 广义 并 ,广义 交 运 算 可 以 统一 为 集 的 模 运 
算 的 形式 . 根据 定义 2. 4, 我 们 先 定义 [0,1] 上 的 模 运 算 . 
定义 2.5 WS[0.1]x<x[0,1]—10,1], WRES: 
P (ZR) Va,b€ [0,1],S(a,b)==S(b,a); 
2 (结合 律 ) Vab celol], 
S(a,S(b,c))= S(s(a,b),c); 
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3 (CHW) ea,b.e.d8|[0,1], B ace, <d, 
则 Sla, bd) KS Ced); 
4 (边界 条 件 ) V aE€10,1],S(a,0)=a， 
则 称 8s 是 [0,1J 上 的 5S 模 . 
设 7:[0,1]X[L0,1J 一 [0,1J, 适 合 上 述 1 ,> ,3 K 
5 《边界 条 件 ) VY a€ (0,1],T(a,1)=a， 
则 称 T 是 [9,1J 上 的 工 模 . 

[0,1] 上 的 5S 模 ,7 模 ,统称 为 模 运 算 . 

进而 , 设 8,7 分 别 是 L0,1] 的 8 模 ,7 模 ,并 适合 ， 

6° (De Morgan 律 ) Yabelo], 

1—SGa,b)=T(1-—a,1—b), 
则 称 3 与 了 是 [0,1j 上 的 对 偶 模 . 

例 2.5 GD 在 10,1 上 ,通常 的 Y =max, A =min 是 对 偶 的 S 
模 ,T 模 , 记 为 V =S, A = T. 

Gi) 在 [0,1] 上 , 命 

Sila,b)—=at+b—ab, Ti(a,b)=ab, 

S00- TOD- SO 

S. (a,b) =min(l1,a+b), To(a,b)=max(0,a+b—1), 
则 易 见 ,S = L, n=, S=, To=. 

SiT: 是 对 偶 的 S 模 ,T 模 ,i=1,2,oo. 

例 2. 3 和 例 2.4 表明 多 (X) 上 的 概率 和 ,概率 积 是 由 ST 
决定 的 广义 并 ,广义 交 运 算 ,. (X) 上 的 有 界 和 ,有 界 积 是 由 S., 
7 决定 的 广义 并 ,广义 交 运 算 . 

通常 称 由 S,,T, 决定 的 .F(X) 上 的 广义 并 ,广义 交 运 算 为 
Einstain 算 子 . 

Gi) 在 [0,1]j 上 , 命 
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b 当 a=0 a 4 b=] 
S’ (a,b)== a 34 b= 0 T* (a,b) = b X a=1 
1 其 他 0 其 他 | 


HJ S ,2 是 对 偶 的 3 模 ,7 模 . 

定义 2.6 É A,A 是 50,1] 上 的 模 运 算 ,V epE[L0,1]， 有 
Ala, bd) <çA; (a,b) MIRK 4 强 于 A CA. 弱 于 4), 记 为 AS. 

于 是 ,容易 验证 下 列 命题 . 

命题 2.3 d) 设 5,7,i 一 0,1,2,c0o0,S*,T* 如 前 述 , 则 
T* CT <T,<T,<T,<S <S ES LS ES ; 

D RSS, SKS, H S= HAH, V ae 
[0,1], S(a,a)=a; 

(3) 设 了 是 了 模 , 则 7 <T, H T=T, 当 且 仅 当 ,VY aE 
[0,1],T(a,a)=a. 

定理 2.4 设 U'*, 门 “是 [0,1j 上 对 偶 的 5 模 ,7 模 , 则 多 (X> 
IN 站 “决定 的 广义 并 ,广义 交 V A “此 时 ， 分 别称 V* 

“为 F(X) 上 的 模 并 , 模 交 ) 适 合 : 

r (ZÉ) AV*B=BV*A, AA*B=BA*A; 

2 (结合 律 ) (AV 'B)V *C=4AV * (BV *0)， 

(AA B) ACSA (BA *C); 
@ (0 一 1 律 ) AV 'X=X,AV *@=A, 
AA'X=A,AA*@=%02; 
£ CHWE) ASCAV 'B,AA * BSA; 
5 (De Morgan 律 ) 
(CAV *B)'=A Ap, (CA B) =A V ‘B. 
证 明 依 定义 2.4, 定 义 2.5 等 可 直接 验证 .证 毕 . 
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注 若 4,B8 是 蕊 的 分 明子 集 , 则 AVB, AAB 分 别 是 子 集 
4,B 的 并 集 , 交 集 的 特征 函数 . 因此 ,多 (x) 上 的 模 并 , 模 交 及 补 运 
算是 分 明子 集 的 并 , 交 , 补 运算 的 推广 . 


$3 五 集 的 分 解 定理 


分 解 定 理 是 集 论 及 其 应 用 中 的 基本 定理 之 一 . 
有 集 是 普通 集合 的 推广 . 本 节 运 用 集 的 4 截 集 , 将 集 分 解 
成 一 族 具有 某 种 性 质 的 普通 集合 族 决 定 的 表示 式 . 从 而 阐明 三 集 
与 普通 集合 的 联系 ,以 及 用 -- 族 普通 集合 去 构造 集 的 可 能 性 ， 
这 就 为 把 了 集 论 的 问题 ,转化 为 普通 集 论 的 问题 提供 了 常用 的 工 
具 . | 
定义 3.1 AC Z (X. 
G) V2€[0,1], 
a= (z€ X] AZA C X 
称 为 了 集 4 的 A RI a 称 为 置信 水 平 . (参见 图 1. 4) 
Fpj, A S (r€ X|AG)= 1) 称 为 f 集 4 的 核 , 记 作 Kera. 
(au) V 42€[0,1]1, 
A,= (z€ XIAG SATX 
称 为 有 集 4 的 入 强 截 集 . 
特别 ， A= (z€ X|AG2018 F E 4 的 支 集 , 记 作 Su 
pA. 
REARED PCL t 2 MR z W| F Ë À BUDE EET 
A RRA ARB SE KOP L RIY e Bh 4 ü sÑ BA. 这 些 成 员 的 补体 
构成 立 的 分 明子 集 A. 
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显然 ， ASA, A= X, A =Ø. 
注意 ,不 要 把 4 截 集 4 的 4 与 下 标 意 义 相 混 清 . 


- 例 3.1 设 X 及 X 的 P 集 7 了“ 年轻 人 ”的 集合 ,如 例 1. 3, 则 
Yos = [0,30], Yos = [0,30), 
Yo. = [0,35], Foi = [0,40). 
可 见 , 对 于 30 岁 的 人 ,如 果 置 信 水 平 >0. 5, 便 已 不 算 年 轻 人 了 ，; 
而 如 果 置 信 水 平 降 到 0. 5 或 以 下 ,30 岁 仍 算 年 轻 . 
下 面 讨论 2 截 集 ,4 强 截 集 的 基本 性 质 . 
命题 3.1 RA BEF (X),2, €C [0,1). Wi 
G) (AVB);=AUB, (AAB) =A] B; 
GD (AVB):=A UB, (AAB), =A, f B;; 
Gi) 者 AKB, W AGB, A,CB.; 
Gv) # <a M ASEA, ATA H A.A... 
证 明 仅 证 (4V B= UB,, 其 余 类 似 可 证 . 
z€ (A V p € (A V B)G(z) > 2 
SAC) V BG) > 
SAG) SAR BG) > À 
ez € A, sË z € B. 
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r E A, U B,. 证 毕 . 
命题 3. 2 RAET (X),2C[0,1]. WI 
(i) (VA), U (Ada; 
€ T € 
Gi) CA ADa = N CAD; 
tET ET 
iii) (VA), =U (A); 
tE T . € T . 
Gv) ( AAD EN CA) ¿ 
证 明 仅 证 GD Gi). 其 余 类 似 . 
G)V € T. AS v As 由 命题 3. 1( 道 ), 有 
CANE VA JA. 
WU (AD.S( V A); 
r tET 
Gi) z€ (V ADVA) >i 
€ T . €T 
SJET. A >A 
SJET. z€ (A). 
er€ 4) 证 毕 . 
注 一 般 而 言 , (iD)， Gv)! pe ”不 能 换 成 等 号 ， 即 命 8 题 3.10), 
Gii) ,不 能 完全 推广 到 无 限 多 个 集 的 并 与 交 的 情形 . HU XED. 
MAEF (X), VY rEX, 


A. G)= 4 l lj, n=1,2,.… 
2 n: 


易 见 ， CV 如) 二 二 和， MDj =b, n=], 2m. 

故 (V EADIE UCA. 

命题 3. 3 BAET OAD, (A €T)C[0,1]. iE 4suph, 
《ii 则 加 


D ASNA A= UA; 


证 明 (i Verla a 3. Gv, 
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ACA, A ACA BRZE E NA RIY ET, E A, BI 
ADE ha. TJ: AC) >Suph = 2, z€ A. AT N 45A. 因此 
A = N A 
rer 
同 理 可 证 Gi)， 证 毕 . 
命题 3.4 i AC (X),1C[0,1JIJ 
G) G()=(A); 
G) MW =M, 
Bp z; =li. 
证 明 O 用 定义 3.1 及 .多 (X) 上 的 补 运算 “”， 
z€ (4 ) 1— A(z)=4 (z)>>À 
€ AG)< 1 —2=2' 
OIE A, 
OE (Ar V 
同 理 可 证 (ii). 证 毕 f 
注意 ,一 般 (4' D), CA). 
定义 3.2 i&ACZ(OX), 2C[0,1]. Y zxEX, 命 
GANG) =å A 4(z)， 
则 2A€ .F(X) 称 为 数 4 与 F E ARR. 
易 见 , 若 ASB, A AKAB E <u, I| XA4 志 14. 
实际 上 ,24 二 [A 4, 其 中 [4%]E 多 (X) 是 取 常 值 4 的 7 集 . 
特别 , 若 AC S (X), v 的 分 明子 集 , 则 14( 注 意 , 子 集 4 与 
其 特征 函数 不 加 区 别 ) 是 仅 取 值 为 0,4 的 集 ;而 任何 F 集 可 以 表 
示 为 这 种 简单 的 了 集 的 并 . 
定理 3. 5( 分 解 定 理 1) V; ac.Z (X), M 


A= V 44. 
4E [0,1] 
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证 明 VzEX, 有 
[ V 24JG)=[ V QA)G)]V[ V OAA]. 
a€ [0,1] ` AC[0,A(r)] AE (AGz),1] 
根据 定义 3.2 K 
“1, 3⁄4 2< AG), 
Alz) = < 
.0, 当 ¿> A(z) 
知 ,L V AAJG)=L VY A]V (0) = AG). i 


AC [0.1] 0,A(z) 
A= V 24. 证 毕 . 
¿€ i0,1] 
定理 3. 6( 分 解 定理 I) 设 AC Z (X), 
A= V hA. 
¿€ [0,1] 
证 明 类 似 于 定理 3. 5. 
推论 3.7 设 4E€E 多 (X),T 是 [0,1] 中 的 秽 密 子 集 (例如 
[0,1] 中 全 体 有 理 数 集 ). WJ 
A = V àk, = V àA 
Er Er - 
FII E FE E zy 8 E BE BJ Si —J JE, R rh HO) A JE F 
集 的 截 集 . 
定理 3. 8( 分 解 定理 夏 》 
V 2€[0,1], A.S H(A)C A. 
则 a) 4= V aH); 
a€ [0,1] 
Q) —<u=>H())ƏH(u); 
(3) V 2€[0,1], A= (1H(e),A,= UH) 
证 明 C) V 2€[0,1],Ë8] A CHOSA, A 
2A SAH (A) KAA 
K A= V AA<S V AH(W V ¿A=A. 
2€[0,1] “ 2E[0,1] a€ [0.1] 
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故 a= V AH QO: 
(D AKu AAA 3. 1Giv), 有 
HGODCACA,C HOQ). 

(3) Xt aE[0, 1], 4 aC [0,2),—Jrill ATA CH (a), I A, 

SNE: AA H(o) 己 4, 据 命题 3. 3(iD ,有 
NH SENA = Ar 

于 是 A= () H(o). i 

同 理 可 证 A= UHC). 证 毕 . 


$4 FRANE 


本 节 介 绍 F 集 论 的 另 一 个 基本 定理 一 了 集 的 表现 定理 , 它 
从 另 一 角度 闸 述 了 和 集 与 普通 集合 的 联系 . 事实 上 ,F 集 的 分 解 定 
理 表 明 , 一 个 了 集 对 应 着 具有 某 种 性 质 的 一 族 普通 集合 (不 是 唯 
一 的 一 族 ); 而 和 集 的 表现 定理 将 表明 ,适合 一 定 条 件 的 普通 集合 
族 ( 集 合 套 ) 可 以 决定 一 个 了 集 , 进 而 给 出 了 和 集 的 构造 性 定义 . 

定义 41 D 设 五 :L0,1] 一 多 (X) 适 合 : 

0< pe IHO) 之 HU), 

则 称 豆 为 工 上 的 一 个 集合 套 . X 上 的 集合 套 全 体 记 为 ef (X). 

(2) KE [0.1 (Xs; 

. POO = X, B( V A NEA) ELO, 1] ET), 

WP E S X EATER. X 上 的 集 轮 全 体 记 为 DA). 

(3) RG [0, 1 J >Z) 适合 ， 

CD=G,G NN) SUCA) aE [0,1], ET), 
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则 称 G 为 X 上 的 一 个 开 集 轮 .X 上 的 开 集 轮 全 体 记 为 6(X). 
注 ”定义 中 的 五 ,2,G 均 为 集 值 映射 . 
易 见 6(z),B(X)CEC(X), 换 言 之, 集 轮 , 开 集 轮 是 特殊 的 集 
RE. 
Bj 4.1 iz AEL0,1], m E,G:[0,1]->2(X), 
V AEL[O,1], BCA)== A G(A)=A,. 
则 由 命题 3. 3,8E BC(X) ,GE @(X). 
定义 4.2 在 多 (Co 中 规定 关系 委 及 运算 U, 门 ,如 下 : 
G) RHEO, BY 2€ [0,1], A OEH: A), Wk 
H, 包含 H , 记 作 HSH.. 
GD 设 H,HE EBCCX) UET),YV 4€ [0,1], 命 
UDA YAA), 
((JH5 Q= QAAN, 
H (QQ)= (H(1—-2))!, 
则 容易 验证 UH. QHH EB2C(X), 分 别称 为 集合 套 的 并 , 交 ， 
补 . 
命题 4.1 〈 红 (GD ,UP 是 软 代数 ,其 中 最 大 元 ,最 小 元 
X,@.Vv X€ [0,1], 
XQ) = Xx, JA = Ø. 
证 明 由 于 (xX) 中 送 算 U, 门 是 按 点 式 定义 的 ,因而 普通 
合 论 中 ,关于 了 U , 门 的 性 质 在 ZORRA BEX, U, N? 
是 分 配 格 , 且 0 一 1 律 成 立 (最 大 元 为 ,最 小 元 为 区 ). 
下 面 验证 ， V H.H. BEX), A 
G) (HO =H; 
G) G(H/UH.' =H NH? ; 
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Gi) (H.H. =H; UH, . 
于 是 ,C2 (X),U, 门 ,") 是 软 代数 . 
事实 上 G) VAC[0,1], B E X 4.2, 有 
Y Q) = CH (1 -a = ((H(A))' = HA). 
WOY = H. 
G) V2C€[0,i ,由 定义 4.2, 有 
(H U RY Q)= (H, UH.) AAY 
={M UVUA) 
=(H,(1—2))' N (g,(1—24)) 
一 刀 Q) Hu, G) 
= (H NHF A) 
故 (HiU 82)' =H; NH. 
Gii) H(G),Gi), I 
(H! UH, )= (H): Q Axy )' = H, N H. 
故 (H H, =H/'UH?. EE. 
下 面 是 7 集 的 表现 定理 的 一 般 形式 . 
定理 4. 2( 表 现 定理 于》- 
@ f: Z2F6(X3—[0,1]J".V HEX), 
fO) = V AHO). 
WRR f EEX, U A ORKE] V AO L 0 B] 2 38 
射 , 且 Y 2E [50,1], 有 
D (J(H)),SCHO0C (HD); 
GD GOD= MHD); 
Gü) (FOD = U Hee). 
证 明 (1) 5 是 满 射 :Y AC[0,1]*,& HOA =A, AE [0,1]， 


第 一 章 ”模糊 集合 43 


M ne 2€(X (Mi) 4.1). 由 (分 解 ) 定 理 3.5， 
f= V 2A=A, Wk f ERT. 


(2) EG), Gid, diid- Y AC C0, 11,4 Y€ OD. HPCH CA) 


CAN = V ia A HCOE 2, 
PRA 


因此 HWE Ha 
BRACHO) 即 (H(4)) (zx)==0， 


€[|A,1],(H(a))G)=0. 于 是 
GUDE) = V [s< A HO] V asi, 
a€ [0.42] n€ LH, 


WECH 
H H JE MO MI,V a 


BrE GD AEG), EHO). 

总 之 ,GD 成 立 ， 
根据 (分 解 ) 定 理 3. 8 ,得 到 
GD SNH. GUD = li H, 


EPGD, Gi) 成 立 . 
(3) 了 是 软 代 数 之 间 的 同 态 , 即 f 保 注 格 上 的 并 , 交 , khie 
算 :Y LED ILAE OOUE, FE 
GUAD: z= UUH (a) 


OH Gud) 


= U (UA a) (GEN 42) 
= J (Ll FaN 
€ T oi 
(出 (iii>) 


=UG:H)), 
‘ET ` 


= (VS HD (命题 3 Gii 


根据 (分 解 ) 定 理 3.6, 
fCLUHA == V FOL). 


类 位 地 ， 
GNAD = CO AD 0) GH o. 
€ 7 aà te” 
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=N QA) 《定义 4.2) 

= NNA) 

= QS) CH GD) 

= CAS HD) (命题 3. 2Gi)) 
根据 (分 解 ) 定 理 3. 5， 

fen) = Af. 


最 后 ,Y 4E10,1],HE. 光 (X), 有 


(FY), = E (a) (由 Gi)) 
= (CHO) (定义 4.2) 
= U HO—a)y (De Morgan 律 ) 
=( U (Ha) 
GD 1 一 人 
= (F (H) -a CH Cii) ) 
=F )， (命题 3.4G)) 


根据 (分 解 ) 定 理 3.5, 
f) = GH). 证 毕 . 

定理 表明 ,一 般 二 避 (XX),U, 门 之 与 之 [09,1],V ,信守 并 不 
同 构 , 即 不 同 的 集合 套 可 以 对 应 同一 不 集 ,为 了 进一步 刻 划 
[0,1], 在 2(X) 中 引入 等 价 关系 

定义 43 Bf Æ O [0,1] 如 定理 4.2, H, H, € 
AEE fT = fH, H] H. 5 H, 是 等 价 集合 套 , 记 作 H, 
— H,. 

命题 43 HME) M PEAREN: 

G) H,—H,;; 

(2) YY 4%E€[0,1], NOD = NF; 

(3) Yaco, ij, UH a= U Hlo). 
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证 明 ”由 分 解 定 理 I I EM 3. 5, 定 理 3. 6) 及 定理 4. 2 BJ 
Gi), Cii) 立 得 .证 毕 . 
显然 “一 "是 上 (上 的 等 价 关系 .V HEX), iÉ 
[H] = (H* € XIH' ~ H) 
为 互 所 在 的 集合 套 类 ,于 是 党 (ZX) 对 “一 ” 的 商 集 
e2#(X)/—= (LHJ]|H € 上 (CD 
在 22(CZ)/ 一 上 定义 运算 : 
VEILYA, 
QL 
[HY =[ H ]. 
可 以 验证 ,上 述 运算 出 ,站 ,的 定义 是 一 意 的 , 即 与 集合 套 类 
中 的 代表 选取 无 关 . 
事实 上 , 若 H— H", ,H,—H,* GET), WY 4€ [50,1], 
U CUP = U (UH: Ca) 
SY (YHE 
=U CU H ()) 
=U YA o 
=U CUHK), 
据 命题 4. 3,UH— Un. 
同 理 可 知 p~ (He © H'—(H*)'. 
定理 4.4 设 f:(X)->[0,1]* 如 定理 4.2, 则 了 自然 诱导 
的 映射 | 


FEKO ~e [0.1], [H]] > fGHD 
ELO UNA OAK JAV ,人 和，) 上 的 同 构 映 射 , 简 记 
(NX)/~ L [0.1J*. 
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证 明 首先 , 访 的 定义 是 一 意 的 : 若 H— H” ,Wi 
SRD = fH) = f = fiH) 
其 次 ,根据 定义 4.3,2%(X)/— 上 的 运算 是 由 集合 套 类 的 代 
K, 作 相 应 的 运算 决定 的 ,因此 < 多-(C)V 一 ,U,m > 也 是 软 代 
数 , 且 由 定理 4.2 知 ,f* 是 单 的 满 同 态 , 故 


~ E D. E. 
下 面 我 们 给 出 表现 定理 的 其 他 形式 , 即 用 集 轮 , 开 集 轮 来 刻画 
F 集 . 
定义 4.4 在 2(X) 中 定义 运算 ; ` 
设 E,E C 6(X) GC T),,C€C [0,1j, 注 意 到 6( X) (X) , fh 
(UEDA) = FCU EE) Ja . 
CANEDA = FN EB)),, 
IET ET 
E' (2) = (fE )),. 
则 YE DEE EGG(CX)( 人 参见 例 4. 1) ,分 别称 为 X 上 的 集 轮 族 
{BtET) 的 并 , 交 及 集 轮 E 的 补 . 
出 定理 4.20i) ,定义 4. 1(2) 等 , 易 知 
(UEDA) = NUFC), 
€T a<h tET 
(NE)C)= BN, 
€T tET 
E' (à) = NEA 
命题 4.5 Mg: DOA X)/ ~, E|—>[E], 
则 g ÆA, U NOAKES, U N y ER ELE ph i. 
证 明 (1) g 是 单 射 : 设 8,B* C @(X),7(E)=g(E*), 
即 [8]==[8* J] 由 定义 4.3 3l,f(E)=f(E'), 于 是 依 定理 4. 2(ii)， 
V AC [0,1], 
EQA)= PE( V a)= QE = (f£(E)), 


S-E EMRA 4 
= (B: )),= NE =E Q). 
故 E= F°. 

(2) 9 是 满 射 :Y [H€ 2Z(X)/—, i Ea [0,122 (X) ,V À 
€[0,1],#, Q= GHD, NH. Er€E @(X), BV 2E [0, 
1j, 因 

GRh = NEDEN, QEA 
= N H= GD, 
据 ( 分 解 ) 定 理 3. 5， f(En)=f(H). k gÆn)=[Er]5[H]. 

(3) 显然 9 保持 格 上 运算 U, 门 ，'. 

总 之 ,BCX) 芝 822(X)/~~， 证 毕 . 

定理 4. 6( 表 现 定理 I) 存在 wp:8(X) 一 [0,1] ,使 得 (BCX)， 
UN [0.116 V.A ). 
证 明 命 p=f*，。，g, 由 定理 4. 4, 命 题 4. 5， 
V EEDD, pE) =f EDES V AEO. 证 毕 . 
类 似 地 ,我 们 有 
定义 4.5 在 9CX) 中 定义 运算 : 
设 G,G.EBCX) (ET),XE [0,1], 命 
(U6) W= ((U6)) 
QO D= GED» 
G' Q)= GE )),- 
W UG, Coa ED) (参见 例 4 1) ,分 别称 为 X 上 的 开 集 轮 族 
{G.ItET}) 的 并 , 交 及 开 集 轮 G 的 补 . 
易 见 ,CUG)(2)= U6)， 
(MW= U NG), 
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e =Y CAd- 
定理 4.7( 表 现 定理 1) FE gp: AXL, FE 


BGO, Un 2 [041 V.A). 
KRE, YEDO V AGO). 
根据 定理 4. 4, 论 域 X Ed F 5 X EB S n 438 
一 一 对 应 的 〈 且 保持 相应 的 格 运算 ), 归纳 上 述 讨论 ,现在 我 们 可 以 
利用 集合 套 来 直接 给 出 集 及 其 隶属 函数 的 构造 性 定义 . 
设 对 为 论 域 ,CE (X) 为 入 上 的 全 体 集合 套 的 集合 , 即 
R={H:[0,1>FT A) I AE H(A SEH). 
设 Hi,HiE XY(X)， 车 v 4%E[0,1]， 
NA) = N Hla), 
则 记 H ~H, V HEZ (X). M 
[H]={H* EZ (X)| H* ~H) 
K S" (X)= [H ]|H € Z2#(X)), 
D(X)= {HIIH: 0.1]—>(X),3 AE @(X),V 2 
€[0,1],HOQ)= Az), 
于 是 (Z (X) UA Ox: PXU, NAD 
如 果 我 们 在 Z OFP, H XERRO = 2* 替换 2K). 
命 
Z (X) = (Z * (X) — F(X) U ZX). 
WCS (X ,U,. OSFV AD 
( 正 因为 此 ,我 们 在 $1 一 3 及 以 后 用 Z (X532810.1]5.) 
定义 4.6 iW AC (X)=(S' (XX —2*(X))LI 2 (X), 
称 4 是 XxX 上 的 F 集 . 
Y 4E.FCX)， 命 以 :X10.1] 如 下 ， 
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Ë AC @(X),V z€ X, 


(1, 当 zE4， 
ualr) = Xi) = < o 
0, 34 z € 4; 


车 A=[H]€ Z *(X)— 2*(X),V z€ X, 
a(t) V PAoa), 
其 中 zs 表示 B€ 多 (X) 的 特征 函数 . 

DE BY, SK u, E F R AC .SC(X) 的 隶属 函数 ,w(x) 是 x 对 于 F 
集 4 的 从 属 度 . (注意 ,以 后 仍 将 4 与 不 加 区 别 . ) 

这 样 ,我 们 就 实现 了 用 普通 集合 来 规定 7 和 集 ,用 普通 集合 的 
特征 函数 定义 下 集 的 隶属 函数 ,从 而 完成 了 由 宕 集 格 ( 空 父 ),U， 
门 ,' ) 到 和 集 格 ( 多 CX),V ,人 A，) 的 扩张 , 既 阐 明了 集 是 普通 集 
合 的 推广 ,又 有 严格 的 数学 理论 基础 . 


$5 L-F £ 


本 节 介 绍 比 前 述 的 模糊 集 更 一 般 的 ,隶属 函数 的 值 域 是 某 完 
备 格 工 的 工 模 糊 集 , 及 其 相应 的 运算 ,分 解 定理 和 表现 定理 . 

事实 上 ,在 31 定 义 了 集 时 ,隶属 函数 的 值 是 具有 全 序 结构 的 
[0,1] 上 的 确定 值 . 然而 在 三 集 的 理论 和 应 用 中 ,可 能 出 现 其 隶属 
函数 值 并 非 总 是 可 以 比较 的 情形 (如 例 5. D ,也 可 能 需 考虑 其 隶属 
函数 值 不 是 准确 的 数值 ,而 上 共有 一 定 的 模糊 性 (如 例 5. 2). 

为 此 ,我 们 将 己 集 的 概念 加 以 推广 ,考虑 以 一 般 的 完备 格 L 
为 值 域 的 隶属 函数 ,得 到 工 模糊 集 , 它 为 模糊 数学 的 理论 和 应 用 
提供 了 更 一 般 的 框架 和 基础 . 
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以 下 总 设 L= (LS V.A ) 是 具有 最 大 元 1 ,最 小 元 0 的 完备 
格 . 特别 , 当 是 具有 北 序 对 合 对 应 的 完全 分 配 格 . 则 称 工 为 Fuzzy 
格 , 简 称 F 格 . 

定义 5. | 设 XX 为 非 空 集合 ,5 为 完备 格 , 则 称 映 射 A: X->L 
为 X 上 的 工 模 糊 集 ,简称 工 -F 集 .此 时 ,XX 你 为 论 域 ,7 称 为 值 格 ， 
4(z) 称 为 z 对 于 4 的 隶属 度 . 

XX 上 的 L-F 集 的 全 体 记 作 LBR 

L*= {4A|A:X-—>L;). 

例 5. 1 设 X 为 论 域 ,ZL 二 多 (7), 即 通常 集合 7Y 的 全 体 子 集 的 
集合 . 因 ( 儿 (7) ,了 U, 们 ) 是 完备 格 , 则 4;X 一 二 是 1-. 集 ,此 时 ,4 
WREKE Y 的 通常 子 集 ,4 常 称 为 X 上 的 集 值 映 射 . 

Pis. 2 RX KER,F ([0,1] 382810. ir RHEE. 因 

F 01D, V ,人 ) 是 完备 格 , 则 L-F 集 ALKA X EH 
TE FRE EXIF 4 的 隶属 度 4(z) 是 .一 个 有 模糊 性 的 
. 集 . 

一 般 , 若 取 隶 属 度 都 是 [0,1] 上 的 (m 一 1) 型 集 , 便 得 到 论 域 
X Fú m 83 F fE. 

定义 5.2 (DRA BEL, V z€ X. A DSE), MKE 
HA 4 记 作 A< B. 

特别 ,如果 VY z€ XAG) =B), WPK 4 与 已 相 等 , 记 作 A= p. 
显然 A=B 4 BALH ASB H. B< A. 

iDEA BEL, Y z€ X, fh 

(4 V Bx: = Ala) V Kla), 
(A A Ba = AG) A BO). 
则 AVS AAB€ TX, 分 别称 为 4 与 的 并 集 ,交集 . 

BEET IRA t€ T)CLX,V z€ XX, 命 i 
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EVA iiz) = V AG) ， 
CAAD) = AAC). 

则 VAS A AE ,分 别称 为 {4.11E7} 的 并 和 集 , 交 和 集 . 

(3) 若 完备 格 L 上 有 逆序 对 合 对 应 “”,4E L WY z€ X, fh 
A! (7) 二 (4(z))' ,此 时 , 称 4 € L 为 4 的 补 . 

下 面 的 定理 是 容易 直接 验证 的 . 
定理 5.1 设 X 为 论 域 ,L 为 完备 格 . 则 《LX*, 志 ,VV ,人 ) 是 完 
备 格 . 

若 志 上 具有 逆序 对 应 对 应 “ ”, 则 定义 5. 2(3) 决 定 的 ， :天 一 
天 ,4| 一 4 ,是 志 上 的 逆序 对 合 对 应 . 

进而 ,车 工 是 分 配 格 ,L" 也 是 分 配 格 ;特别 ,当世 是 完全 分 配 
格 或 了 格 ,L* 也 是 完全 分 配 格 或 格 . 

例如 , 设 =((0,1},V A > L = ([0,1J, V, A>, 
则 (Ze V A” ORSZ AD, U NA ORRA RARI, 
《Lx,V A D= (C01 VOA OÆ S 2ER X FE2 1 F RE 
成 的 软 代数 (也 是 下 格 ). | 
注意 , 当 工 是 全 序 格 时 ,Lx 并 不 一 定 是 全 序 格 . 如 工 =[0,1j 的 情 
形 . 

现在 我 们 来 建立 L-F 集 的 分 解 定理 . 

定义 5.3 WaACI,V €L, 

A, = (z € X|AG) > 2) < Xx, 
A, = (z € XJA) > 2) € X 

分 别称 为 L-P 集 A 的》 截 集 与 > 强 截 集 . 
显然 A.C A. 
下 面 诸 命题 是 有 关 截 集 的 性 质 , 可 直接 验证 ,证 明 从 略 ( 注 意 
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+y Š 3 相应 结论 的 不 同 之 处 ). 
命题 5. 2 设 4,BEL*,A,uEL. 
G) Ë ASB, I ACB, ACB; 
Gi) 若 a<, W ATA A.C A, H. 4,=A,. 
命题 5.3 R{AETMDEL, AEL W 
G) 《 V A) U (A),; 
iET ET 
(ii) CA AD):= N A); 
tET €? 
Gii) VADƏU J; 
tET . ET . 
(iv) VESES 
持 别 , 当 工 是 全 序 完备 格 时 , ( 记 ) 成 为 等 式 ， 
命题 5.4 AEL, {AET ELIE 
à= V Ais u= A Are 
LE 了 ET 
则 G) A= (1; 
G) AƏUA. 
£ e ° 
特别 , 当 工 是 全 序 完备 格 时 , (ii 成 为 等 式 . 
命题 5. 5 设 AC L, ÀC L. 则 
G) ASNA: 
Gi) AS N Aa; 
Gi)  A2U A; 
Giv) A,= U A, 
: a> 
特别 ,当世 是 稠密 的 完备 格 时 , G). Gi) , Gi) ERAR. 
定理 5. 6( 分 解 定理 ) 设 工 是 完备 格 ,4E Lx, 则 
G A=YV A; f 
¿€ r, 


Cii) A V ùA. 
aen ` 
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其 中 VY z€ X, (AAD CESANA Xa, (z), QA) (0277 一 2X4 (z). 
特别 ,车工 是 稠密 的 完备 格 , (ii) 成 为 等 式 , 
证 明 G) H 

(1, 当 z E Ars 
Xa (z) = < a 
0, 当 r € As 
于 是 ,VY z€ X, 
(VAA)G)= V QAX G= V A4=AG). 
AEL ASA la) ASKA) 
故 4 一 V Aze 
REL 
GD YAEL, HATA AEO A 
A 之 V ¿A,. 
EL ° 

进而 ,如 果 世 是 稠密 的 , 则 VY z€ x, 

CV AAD) = V AA Xa) = V A= AG5. 
AEL A<A(z) ; 2<Aí(z) 

故 A= V AA. 证 毕 . 
推论 5.7 设 工 是 稠密 的 完备 格 ,4E L. BB H ,1— (X53858 

#:V € L, AC HOODCA,, IJ 

A= V AH), 
Ce L 
B. Yy AEL, A= NH Ca) 9 A= U HC). 
证 明 首先 ,由 假设 及 定理 5.6, 有 
A = V ÀA, < VAHA) < V ¿A, = A. 
AEL . AEL REL 
故 A= VAHA). 
AEL 
其 次 , 因 工 是 稠密 的 ,由 命题 5. 5, 有 
A, = [) 4, C€ í) H(a) C ñ) À, = A. 
a<, ` a<, a<A 
故 A= N H(a). 


aA 


同 理 可 证 4U. 证 毕 . 
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现在 我 们 转向 建立 L-F 集 的 表现 定理 

定义 5. 4 设计 为 论 域 ,L 为 完备 格 ,映射 玉 :L 一 名 (+z) 适合 : 

G) AMEL, aKu A RUOHOA); 

GD 车 (4ltET}EL, 记 和 一 YX 有 

DHOoc NH 

则 称 # 为 X 上 的 一 个 工 集 合 套 .上 的 太 集 合 套 全 体 记 为 Z, 
a). 

Ë 如果 完 备 格 工具 有 性 质 : 

a < VA = ## b€ T,a < 各， 

则 易 验 证 ,定义 5. 4 中 的 条 件 (蕴涵 条 件 (2). 例如 工 王 [0,1] 便 具 
有 上 述 性 质 , 见 定 义 4. 1(1)， 

例 5.3 WAEL, M E, E: L>Z(X),Y X€ L, 

EQ) = Ao, BO) = A: 

则 E, ETARE X EH L-REE. HMH: LPRA: AE 
LAGHA SA, M H BÆ X FH) L-# 38. (8 uE) 

类 似 于 S 4,# 2F,(x) Eu E X £< Kien , U F. 

定义 5.5 设 工 为 完备 格 . 

G WITH. HEO, NV ,€ L, H, (QS H OA) , BJ r 
HDE H, w HSH. 

G) #(H.|:€ T)C.2#,(X),V € L, A 

(QF) DW= QE 
及 
yA =N) {HE NY t€ T,H,< H). 

则 易 验 证 ， DE ELCO AM, UAE XO, DREA L 
集合 套 的 交 ,并 . 


第 一 章 ”模糊 集合 55 


命题 5. 8 (AA, S< U MEZAR, PRAJE, ih 
TIE X, Z .v € L, 
XW = x, @G) = @. 
证 明 BRA, OERE, H XERA 欲 证 2, 
OERA, RARE RANET SEA), 
Na = = inf H.. 
(此 时 ， Un= soup) 事实 E, HY IET, NESH, HAA 1 H 
le 的 下 界 ， 又 车 HE EL1(X) 是 (HItET} 的 下 界 , 即 YtE€T,H 
<H. FEY € L,HGQDCH,(2) ,从 而 HYSEN =H) 
Q), HS (m. 故 (1 =inftn, 证 毕 . 
定义 5 6 设 工 是 完备 格 ， 对 于 H.,H, ELO, 车 Y 4EL， 
NE: = NH: 称 H 5 H WE H,— H,. 
显然 ~” 是 CO E IJ S fr 2 E. V H € 2#,(X), iE 
[H]=1H'€ 2Z,(X)|H*—H) H 所 在 的 大 集合 套 类 . 命 2, 
(GD) 对 “一 的 商 集 为 
2#; QX) = ([H]|H € 2F,CX)). 
为 了 在 大 (3Y) 上 引入 格 的 运算 , 先 作 一 些 准 备 . 
命题 5. 9 设 工 是 稠密 的 完备 格 HEX). WI 
Gw. YAEL, 
YAOU, QEP. 
QEON, YAW: 
G) H*€[H]3 RÜ, A€ L, 
Un: (a) = UR). 
证 明 G) 一 方面 , 因 若 p< a 时 , ACOSH, A H (a) 
SCO HOD. iñ U Heç U D neo. 
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为 一 方面 , 当 o> 和 4 时 ,由 工 的 稠密 性 ,存在 KE 工 , 使 得 a> u> 
2. 于 是 
n HCO HO < UH), 
MU ñnHe5S_UHG RUH = U nHO. 
a> A, Ba a> 2 a> A aà pa 
同 理 可 证 门 7(o) 一 门 Dn). 
Gi) i H*E[H]. BENY a€ L, 
NH= n u(0). 
Za p<a 
于 是 ,由 (DY 4EL， 
UH:'(ay= U ñnHu*(0)=U NH= U Hü(a). 
a> A a> pa dh pa a> 
友之 V ACL, UH” (a) = U H Ca) , MI eh (z) 乡 
站 五"(o) 一 门 UH*(0)=  UH(0 =N H(a). 
a< a p>a a>h p>a a< 和 
W H*~ H, BI H'ECH]. 证 毕 . 
命题 5. 10 设 工 是 稠密 的 完备 格 , HEX), M Ba, Ez. L 
>P (X),V AEL, 
E, (a) 一 N HC), Bu (a) = UH Ca). 
则 (i) E; En C (X), H. ESC H< E, ; 
Gi) # 20 €L,2<u, 有 EuT EnA); 
Gi) YAEL, # 
NEn = (1 Es Ca) = E), 
U En (a) = U En (a) = Er); 
(iv) En, En C[H], H En, En 仅 与 HH 的 上 -集合 套 类 有 关 . 
证 明 G) 首先 , 若 4,uEL,4<<4, 则 
Erlu) = n Hia) S [1 H(a) = Er), 
a< a< A 


EnD = UH(a) = UH (o) = Er). 
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其 次 , 若 {41tETISL, 记 7 二 V%, 则 
N Eni) = n NHA) 
tET IET Bi 
=N{H) |3 € T,8<) 
SNH JEV {8I ET, PKA}? 
=N{H |< ( 因 工 是 稠密 的 ) 
= E (A)T N Enla), f 
aÀ 
及 QEEGDENH GODS NHC) 
=N UH = N Esla). 
a<, DG A, 
BO En, En C PF. (KX). 
显然 ,V 2€ L, En ASHO) EnA), i E, < H< B,. 
GD 若 4<w 由 工 的 稠密 性 ,存在 aC L, (E aau, F 
FÈ E (a)= N HOER ODE U HB = BD. 
Gi) V 4EL, 有 
门 柬 (ao) 一 站 NHO =N H(A) = E, (22. 
a<, a<, pea B<, 
NEr(D=N UH(0)= QNH) = E, Q). 
a<, a<, ñ> a ga 
同 理 可 证 第 二 式 . 
Gv) V € L, Gi) $I 
U En Ca) =E Q) = UH(a), 
o> a> A 
n En Ca) =E A) = n H (a). 
ai a<, 
故 By~H, By~H,BR Ey, E, € [ H J. 
显然 , 若 及 一刀, 由 定义 5. 6 及 命题 5. 9Ci) ,有 
En, = En, By = Bn,. 证 毕 . 
命题 5. 11 设 工 是 稠密 的 完备 格 , H, Hr € 2Z,(X) C T, H 
V € T,H—H; . I 
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G) DB — (14: 
t€ T ET 
GD UH#—Un;. 
‘ET ¿€ T 
证 明 G) YET,AE L， 有 N A C = NH (a). 于 是 ,站 
CNH) C= n. QEN, (R.C) 
一 站 NHE) =N NH (a) 
t€ T ach a t€ T 
= n ( n Hr ) Ca) 
a<A tET 
& (acna 
Gi) j H=supH,= UJ H,,H* =supH/ = UHH. 
t€ T iET tET tET 
HY ET, AEL, Æ 
Hr ODE na; (a) = NACE N UHD Ca) = En (A), 341 
H`<SEn, 同 理 HEs:. 
于 是 ,由 命题 5. 10(ii) ,VY AEL, 
NHC) SN Ex* (a) = Bu: (Q) = (YH * (a). 
oA GA a<A 
同 理 Na COR NH= n n: (a), 即 
yr Ya, 证 毕 , 
现在 我 们 可 以 在 A. (X) 上 规定 关系 委 及 运算 门 U WF. 
定义 5.7 设 工 是 稠密 的 完备 格 . 
G) WTLDn][HR.]€ Gi CX), HH, MWEE 
[B], fE[H ,]< [H; ] 
G) #I[H,J)|:€ T) —2: (X), f 
QEA] 5 LOA], yE] = LUH]. 
根据 命题 5. 11, 易 见 AA OERS 2AN, U5 LRA 
中 代表 的 选取 无 关 , 即 定义 是 一 意 的 . 
命题 5. 12 ” 设 工 是 稠密 的 完备 格 , 则 <L), <S, U, 
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门 二 是 完备 格 , 其 中 最 大 元 ,最 小 元 分 别 是 [X], S]. 
证 明 类 似 于 命题 5.8, 从 赂 . 
定理 5. 13( 表 现 定理 ) 设 工 是 稠密 的 完备 格 . 命 f: 26," (X) 
， V lH]€.2Z,* (X), 
SAJ = V AHQ), 

其 中 V z€ X. HOA) =A Zaa (2). 

M) f E< (X), U, ANSHIKA, V , ADE BJ E H Bt 
射 , 且 Y oc L,f([H]).= B, (a), f(LHB]),= Enla). 

证 明 分 下 面 几 步 验证 . 

(1) fÆ (2 到 六 的 映射 , 即 了 的 定义 是 一 意 的 ， 

事实 上 ， V [H]€.2#,' (X), VAELH E, 2)CS H (2) 
CEA H NV A Ba SFH DS V AB A) 2 V AC IN(0), 
H 工 的 稠密 性 ,3 a€ L,a<4. 于 是 , 依 命题 5. 10Gi), By (AC En 
(a). 从 而 


—>LY 


N AB Q) = M E Q) =< V aBa (a), 
故 f(LH) = V En (A) = V À Ba CA). 根据 命题 5. 10 Gv), 
FCA D h LH t 88 E. 
(2) Va€L,A=Ba(a), A= Br(o), 其 中 A= y([ n). 
事实 上 ,VY z€ By (a), 由 (1) 知 
AG) = V Q A Xs, (z)) Sa À Xew Ga) = a, 
即 z€ A; Z, z€ 4, 即 
AG) = V Q A Xeo (22) =V (AME L,z € Bs(A)) Z a, 
于 是 ,存在 {hlt€ET)CSL,V%= AG), E. V € T,z € En). 因 
En EZOM, 
z € NEn EN Ea = B,CAG)) C Esla). 
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i A,= E, (a). 

类 似 可 证 A= E.C). 

(3) 了 是 单 射 . 

事实 上 , 设 [HJ], [HJ]E 94* CO ,f([B,=A=fCGn,J,W 
由 (2) 知 ,V a€ L, Enr Ca) = A= En, (a), JAI H,— H L H,]= 
[H]. | 

(4) 了 是 满 射 . 

事实 上 ,Y AEL, A H, L—%@(X),V 2€ L, 

Ha(4) 一 A. 
由 例 5. 3, HE .BCL(X), 且 依 定理 5. 6, 
fCLR,]) = VA, = A. 
O 了 是 完备 格 之 间 的 同 态 , 即 f 保持 格 上 的 并 、 交 运算 . 
MA RAJET SEX) iE 
A = f([R,]) € Lz,t € T, 4 一 fL OR. j. 
于 是 ,由 (2) 及 命题 5. 3,Y X€ L, 
f (AAD.= A=, QAD NQEDA. 

H PEQAD=4= y p= VACA A A= Arn, 
即 了 是 保 交 的 . ` 

RK, ELH] [H]E Ei" (X), 由 f 的 保 交 性 质 及 了 是 单身 
等 ,有 . 
[H] < [m] SLH n [m,] = [Hi] 

Sf (CHAD A f([E,]) = f(A) 
ef (CHAD < f([H,]) 
RR RAJEE, (X), 一 方面 Y z€ T, 
FAD < ACUT, 
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从 而 VYT(LA)<TCULH])， 
另 一 方面 ,由 了 是 满 射 ,存在 [8]E Z CO ,使 得 
FHD) = VITH], 

于 是 SUYADI {EAE 2 OO |v ET, CHISI] 

=N (EED IY ET, [AJKLA] 

=N {FHD IY tET, f C[ADSfAH P}. 
因为 VET, S EEDSICHD, A 

KUED <f) =V IED. 

8 VITA D=f YAD 8 f ER. 


AZ LR OD, U ><. V, A>. ”证 毕 ， 


S6 FA 


本 节 介 绍 一 类 特殊 的 了 集 一 一 点 , 它 不 仅 提供 了 一 般 和 集 
的 一 种 等 价 描述 方式 ,而 且 借 助 于 F 点 与 7 集 的 “ 重 于 ”这 种 本 质 
的 邻 属 关系 ,对 于 和 集 论 ,F 拓扑 学 (参见 附录 ) 的 研究 是 很 大 的 推 
动 . | 
定义 6.1 ' 2 X JW5R,V z€ X,2€ (0,11). ñr zu: X> [0.1], 
使 得 VEX, 
ET 347 = z, 
zly) = 4 
\0， 349525, 
则 称 z; 为 的 模糊 点 ,简称 F A E cH z RA z, 的 承 点 ,4 称 为 z, 
的 高 . . 
设 工 是 完备 格 RATT E X. X BJ LF s z, € L”, 
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z,(z)= € L(4Æ0) rty) =0 Ær). 
显然 ,X 的 通常 点 (作为 单 点 集 与 其 特征 函数 等 同 ) 是 对 的 F 


定义 6.2 设 AC. (X) ,#K F 点 Ta 属于 F 集 4, 如 果 2< A(z) 
( 即 z< AiD28 z, € A. 
命题 6.1 Ü AC.Z (X),42 2 , M 
A= V za 


z€ A 


证 明 是 直接 的 (从 略 ). 

T ”命题 表明 ,与 通常 集合 论 有 类 似 之 处 , 非 空 了 集 可 认为 
是 由 一 些 F 点 组 成 , 且 若 4,BE Z (X), 8 

ABOV F Ñ rz.,z,C A, W| zrEB; 

A= BV F Ñ rsa EA 4 HAY 34 z, € B; 
z,C€C AV Be, € À Ñ r, € B; 
zCAABƏOzCAR zB. ` 

但 需 注意 ,了 PA F S WJ“ 8 F ARIAK fE Gr ie rh S 8 + 
集合 有 很 大 差别 : 

(D W AC OD468T,, € VA 一 般 推 不 出 存在 bET, 
使 得 x:€ 44, 即 “ 择 一 原则 ”( 参 见 定义 6. 5) 不 成 立 . 例如 对 a=1, 
2,-. f AC Z (X),V z€ X, GD 一 1 一 二 , 则 对 r€ X,F Ñ z= z, 
€ V 4 但 Y nri € An- 

(2) BAET (X), F A nEA— RED z€ 4' Fp 
补 余 律 不 成 立 ). 例如 4E 2 CO V z€ X, Aa) =z A=A 

(3) 点 作为 特殊 的 5 集 不 再 是 “不 可 分 的 基本 元 ”, 例 如 
二 Vz 了 点 之 间 可 以 有 严格 的 包含 关系 .点 与 了 集 统一 于 
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镁 到 L0,1] 的 映射 形式 . 

现在 我 们 转向 介绍 点 与 7 集 的 重要 邻 属 关系 一 一 重 于 关 
R 从 一 定 意义 上 说 ,“ 重 于 ” 比 “ 属 于 ”更 为 自然 ,特别 是 当 值 客 为 
一 般 的 具有 道 序 对 合 对 应 的 完全 分 配 格 ( 即 FF 格 ) 的 情形 . 

定义 6.4 WX EB. AC (X),z, H X BJ FA K z, B+ 
A WMR AHAI AG>) EA zx94; 和 否则 记 为 z, qA. 

# L J P 8 X WJ LF 点 z, 称 为 重 于 LF 集 4, 如 果 AEN 
以 在 工 中 的 补 元 》. f 

易 见 , 若 *=m ,4 分 别 是 工 的 通常 点 (= 1) ,通常 子 集 , 则 z4 
€: € A. 换言之 ,“ 重 于 ”关系 是 通常 点 对 集合 的 “属于 ”关系 的 推 
J”. 

定理 6.3 LE FER,,ACLIUICT,NJ X EJ LF 点 zq( V A) 
SJ € T ,z.qA,. 

WEBA “<” B] zqA bET, A 

(VA) C) = V AG) ZAMEN, 

故 VAD WODE ‚Bp Tg C V AD. 

“>” # V iICT,z, qA B) ASN ,从 而 

MAG) < . 邦 z, aV AO. 证 毕 . 

注 : 定 理 表 明 , 重 于 关系 适合 “ 择 一 原则 ”, 这 是 同 F k 5 FE 
的 属于 关系 (定义 6.2) 有 本 质 区 别 之 处 . 

TARIE LF 点 与 LP 集 的 某 种 邻 属 关系 : 

当 z, 邻 属于 AGC LX, 记 作 x;<44, 否 则 记 为 tA. A E” Ca 
€ AFS4<AG)),“q”(z,qAG AG)382 ) 都 是 邻 属 关系 . 

定义 6.5 设 L 是 了 格 ,X 的 LF 点 与 LF 集 的 邻 属 关 系 “<I”. 
称 为 正则 的 ,如 果 它 适合 : 
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1. (扩充 原则 ) ”对 任意 F 格 工 , 当 z=zi,4 分 别 是 的 通常 
点 ,通常 子 集 时 , 则 z< 4 当 且 仅 当 z€ 4, 即 < 是 通常 集合 中 属于 
关系 的 推广 ; 

I .( 值 域 决定 原则 )〉 IHES FH L,Y EX, AELOÆD), 
LF 点 z, j LP 集 4 是 否 具有 邻 属 关 系 所 ,完全 由 4 与 4(z) 借 助 于 
工 上 的 偏 序 关系 和 .逆序 对 合 对 应 “' ”等 给 出 的 普遍 适用 的 关系 式 
《及 它们 的 联 立 式 ) 来 确定 . 例如 AKA), AGA AEA), AS 
AY AMEN 及 其 联 立 式 等 ; ， 

1. (最 大 元 与 最 小 元 原则 〉 对 任意 LF 点 z, 有 

zX, x, dD; 

N .〈 择 一 原则 ) P A € Lx,t€ T ,LF 点 aN AMI WET, 
tA, 

下 述 结果 显然 是 重要 的 . 

定理 6. 4 “ 重 于 ”关系 4 是 LF 点 与 LF 集 ( 工 是 任意 7 格 ) 的 
唯一 的 正则 邻 属 关系 . 

证 明 从 略 . 读者 可 参见 (数学 年 刊 )1984,5:461 一 466. 

F 点 与 集 的 重 于 关系 可 以 推广 到 一 般 LF 集 之 间 的 相 重 关 

定义 6.6 LHF ,A BEL. MREE EX, AGE 
B' (z), 则 称 4 与 好 相 重 , 记 为 4gB. 此 时 也 称 4 与 了 3 在 > 处 相 重 . 

命题 6. 5 设 工 为 格 . 
G) 车 4,B 是 了 的 通常 子 集 , 则 
AgbBeAM BG; 

GD 若 4E 7, 则 494' , 即 4 与 ' 不 相 重 . 

证 明 是 直接 的 . 

注 ”命题 表明 LF 集 的 “ 相 重 ” 关 系 是 通常 子 集 的 “相交 ”关系 
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的 推广 . 


3$7 五 集 的 公理 化 定义 


本 节 首 先 引 入 基本 了 点 的 概念 ,并 把 它 作 为 原始 概念 ,给 出 
集合 的 公理 化 定义 ， 

Ë X= XX (0 1]. 故 中 的 元 记 作 (z,?) 且 称 为 工 的 基本 下 
点 ,其 中 zxE 和 为 (z, 和 的 支点 ,2E (0,1] 为 (z,) 的 值 或 水 平 .在 叉 
上 规定 关系 “二 ” 设 (x, 和),(y,4u) EX， 
` (g, 4) < (ANSY = z, # < 2, 
易 见 ,《X, 蕊 ) 是 一 个 偏 序 集 . 

定义 7.1 B ACIES 4= 好 或 者 满足 下 列 条 件 

A) (zz 和 E4=>VYHAE(0] Ga, DEA, 

(2) (Gh € T)CA R V ¿= 4=>G,2) € A. 
称 4 为 X 的 集合 (参见 图 1. 5),X BJ F 集合 全 体 记 作 多 (X). 

显然 ,F(X) 忆 D(X). 

对 于 任何 z€E X, 
W 4(z)=V (z | (z, 
2) € 4}( 约 定 V 好 = 
0),# 4(z) 为 x 对 于 
F 3: A BJ 3. 显 
然 4(.):X 一 [0,1] 
为 X 到 [0,1]j 的 映 
S, EEK ACOH F R 
的 隶属 函数 ， 这 样 一 1 图 1.5 
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来 ,4(F 集 ) 与 AC) (隶属 函数 ) 之 间 的 关系 ,正如 经 典 集合 论 中 集 
与 ( 集 的 ) 特 征 函数 之 间 的 关系 ,而 且 A= (Gz,1) € X AKA). Fr 
Jj, F 点 x 一 {1(z,p) leE (0,4]). 值得 注意 的 是 ,F 点 xz 正如 $6 中 
所 说 ,是 一 个 特殊 的 了 集 即 支 集 为 单 点 集 (x} 的 了 集 , 基 本 点 (zx， 
力 是 以 z 为 支点 ,4 为 其 值 的 元 序 偶 ,是 X 的 元 素 . 两 者 之 间 的 关 
系 正如 经 典 集合 论 中 单元 素 集 {x} 与 元 素 z 之 间 的 关系 ,这 是 两 个 
本 质 不 同 的 概念 . 

如 果 把 原来 定义 的 集 全 体 记 作 [0,1]*= (A| A: X—[0,1]) 
不 难 验 证 ,[0,1]* 与 Z (X) 存 在 一 一 对 应 关系 ( 见 后 面 的 定理 7. 
1). f 

如 果 4, BE 多 (X),VY (z,22 € A (z, EB, $K À X BH F + 
集 , 记 作 AB sk BSA WME G,A € AS Gz,2) € B,fF A 5 B MS, 
记 作 A= B. 不 难 验 证 , F(X), SD AAF R. 

现在 定义 多 (X) 上 的 运算 . 

设 4,BEF (X), {AnD EFX), x € (V ,人 人, 十 四， 
@)} ,界定 

(1) AxB={(z,A)EXIAEACG) x B(z)}, 

(2) 4'=(G,2)€ X|2S<1— AG)=[AGD57 }, 


(3) lHmA,=(G,2)€ X|ASC'A V AG)=limA,G)), 


=l k=r 


limA,=((z,2) € X|aS&V A AG)=limA,(z)). 
R n= | kn . 


如 果 limA,=limA, =A, PK {Aon >11 kA F ORROA, iE Elim, = 
A. 


(4) A5 A; x Az * e x AACA Xx x A) x A. 
s=] 


k 

* 

oo k 
(5) *A=lm * A. 
= k = 


#4 二 1 a=1 
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WR (AEMT (X). 界定 
© © VA= [G€ K< V AG). 
(7) AASE LEDERNA AAG)). 
定理 7.1 (Z(X),<,V,A,. 5410.1]. <<. V A. yE 
间 构 的 格 . 
证 明 W Z (X)5[0.1] 均 为 完备 格 . 命 映射 
f:FZ (X) —>[0,1]*, A| 一 了 (4)， 
其 中 V<z€X, SAWS V (A|G,26 A), 
《约定 V5 二 0). 以 下 分 五 步 证 明 . 
(1) 了 是 单 射 . 
HA BEFWH fAM=f B.N Y (xz, 和 EA4 有 
AS AG) = V (2|(z,4) € A)} = f(A) (a) = fB) (z) 
= V {4| (æ,4) € B) == B(a). 
于 是 ,(z,4)EB. 从 而 ,4 和 B. 同 理 BC A. 所 以 A= B. 
(2) 了 是 满 射 . 
设 4E[0,1], 即 Ah:X>[0,1]. 命 
A= ((z,2) € X [ASA SX. 
易 见 ,4E S (X), HV z€ X,# 
FAG) = V (A|G,2) € A} = AG). 
故 f( A= A. 
G) 了 是 完备 格 之 间 的 同 态 , 即 f 保持 格 上 的 并 、 交 运算 . 
É (A,t6€T)C (X), V z€ X, 
FN AOD SV (| G, € V A) 
= V (à| 0<2< V AG) 
=VAG)= V (V ALEEA) ' 
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=(V fD) G), 
fCAADG)= V AJEND E AA) 
= V (ALOKA A AG) 
= AASE ACN (4|G,2)€A)) 
= (ATUADO). 


W FOD, V, MÄTIS, VARE OD, 
(2),(3) 即 得 . BH [0,1]*., <, V ,人 ) 是 完全 分 配 格 ( 见 第 0 章 命 
题 3. 10) 知 (多 X), S, V ,人 A) 是 完全 分 配 格 . 

(5) FADE =V {NG ADEA =A G)=1—AGz) 

=1—f(A)(z)= (f(A))' (a). 
H T([0,1]J <<. VA DÆ F M. MUC AX, S, VA” 
之 同 构 的 F 格 .证 毕 . 

定义 7.2 设 (z, 和 )EX,4E.SF(X). 称 (xz,) 重 于 4, 记 作 (z， 
9q4 是 指 ,法 (4(z)) (或 等 价 地 4 十 4(z) 1). 否则 称 (z,2) 不 重 
于 4, 记 作 (z,)g4. 

定理 7. 2 G, DAHA, ANEA. 

证 明 (Gz,1)qAG2ASC (AG) SALA a)l, AEA. 证 
毕 . 

推论 如 果 4E€ 久 (CX), 则 4' =((z,2) | (z ,2)qA). 

定义 7.3 (D W AC Z (X),4C€C (0,1],i A= (z| G, 2) € 
4} 且 称 为 4 的 入 截 集 . 称 A= UAH AK A RRR. 

(2) BEP), AE (0,1], 记 AB= (Gz,ó)|zC€ B,6E (0,4]}, 
且 称 为 4 与 B 的 积 . 显然 AaBe S (x). ` 

定理 7.3 设 AC.Z (X), 

d) V à26e(0,1],z€ A, 4 HIM 234 Aa). 
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(2) V 4E[0,1),z€E4 当 且 仅 当 AGDA. 

(3) A= YY 

证 明 GD) z€ AG G.2) 6 ASS4<4AG). 

(2) z€ hE Uh WA, z€ A,, 

I MDA, Alr) Eos 
Al) >A. 

(3) CV V QADG)= V {Alae (0,1],z € 
A= V LA| (2,4) € A= AG). 
故 A= V A. 同 理 可 证 A= V A: 证 毕 . 

定理 7. 4 就 是 集合 的 分 解 定理 1 ,了 ,同样 可 以 得 到 相应 的 
分 解 定理 了 以 及 在 本 节 定 义 的 集合 框架 下 相应 的 表现 定理 . 因 
为 在 形式 上 和 证 明 方 法 的 步骤 上 与 § 4 中 相应 的 定理 基本 相同 ,就 
PERET. 值得 指出 的 是 & 4 中 集合 套 、 集 轮 的 框架 阐明 了 和 集 
合 既 是 普通 集合 的 推广 ,又 有 严格 的 数学 理论 基础 ,完成 了 由 
CPX) UN ORKE 1， V ,A 人,') 的 扩张 ,进一步 给 出 了 FF 
集 的 定义 .但 仅 限于 三 种 运算 V A. . 如果 要 讨论 集合 的 其 他 
运算 , 按 8$ 4 中 5 集合 定义 (定义 4.6) 就 不 适合 了 . 因此 定义 4. 6 给 
出 的 了 集 的 框架 ,虽然 在 理论 上 是 严格 的 ,但 不 具有 普遍 的 意义 ， 

本 节 给 出 的 公理 化 定义 ,不 仅 理论 上 是 严格 的 ,而 且 在 其 理论 
框架 的 普遍 性 方面 ,也 超过 目前 任何 一 种 框架 . 比如 对 于 在 [0, 二 
中 有 定义 的 任何 一 种 运算 * 在 多 (X) 中 也 有 定义 ,当然 在 [0,1]* 
也 可 定义 运算 * .而 且 可 以 证 明 : 《多 (X), x ) 与 ([0,1]*,* ) 是 同 
构 的 代数 系统 . 

类 似 地 , 设 工 为 一 个 F 格 , (至少 是 完备 格 ,) L = (€ L| > 
0) ,X 为 论 域 , 令 
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Xa, = X X Li = {AME X,2) € Lo). 

S, (X)= (AC Xa, | A= @ REA EXT 1 的 条 件 (1) 与 (2)7} 
称 X o rh 68 333237 LF A, Z,h 563 9 XH LFR, 
而 且 类 似 于 XX 与 .F(X) 的 情形 ， 在 Xw 上 定义 偏 序 关 系 生 ;在 
> ,(X) 中 定义 偏 序 关系 三 与 V , A 运算, 而 且 同 样 有 

定理 7.5 DE LEZAR MKZ), S, V, M5, 
<, V, ) 是 同 构 的 完备 格 . 

D 著 工 是 软 代数 , 则 (有 CX), 委 ,V，A，) 与 (< V , 
A ,' ) 是 同 构 的 软 代数 . 

(3) ELEF, W OS, (X), SL, V A 5A, V, 
A ,' ) 是 同 构 的 F 45. 

到 现在 为 止 ,本 章 已 先后 给 出 了 集合 的 三 种 形式 不 同 的 定 
义 ,它们 在 不 同 场合 ,各 有 其 方便 之 处 . 从 所 给 出 框架 结构 的 理论 
严密 性 和 概念 的 普遍 性 方面 ,本 节 的 公理 化 定义 (定义 7. 1) 及 其 框 
架 , 是 集合 论 的 公理 化 结构 的 基础 .其 他 关于 集合 的 定义 形 
式 都 可 以 作为 它 的 特殊 情形 或 一 定 意义 下 的 等 价 形式 ,统一 在 此 
定义 的 框架 之 内 . 因此 ,在 本 书 以 后 各 章 的 叙述 中 ,如 无 特殊 需要 
都 一 律 不 加 任何 说 明 地 采用 其 中 一 种 或 交替 采用 二 种 或 三 种 

合 定义 的 模式 下 的 概念 和 记号 . 
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第 二 章 ”模糊 关系 与 
模糊 矩阵 


模糊 关系 是 集合 间 的 普通 关系 的 推广 , 它 为 描述 和 处 理 模 糊 
现象 提供 了 一 些 有 效 的 方法 ,在 模糊 集合 论 及 其 应 用 中 占有 相当 
重要 的 地 位 . 当 论 域 是 有 限 集 时 ,模糊 关系 可 用 模糊 矩阵 来 表达 ， 
而 模糊 矩阵 的 理论 已 在 电路 网 络 ,医疗 诊断 ,模糊 自动 机 以 及 模糊 
系统 的 理论 和 应 用 中 起 着 显著 的 作用 . 

本 章 内 容 包括 :模糊 关系 的 基本 概念 ,模糊 关系 的 合成 ,模糊 
.关系 的 常见 类 型 ,模糊 矩阵 及 其 运算 ,模糊 矩阵 的 类 型 , 秩 , 正 则 性 
及 广义 逆 和 矩阵, 模糊 关系 方程 的 可 解 性 和 求解 方法 ,最 后 简单 介绍 
模糊 图 . 


81- 下 关系 的 概念 


从 第 0 章 82 看 到 , 设 X,Y 是 非 空 集合 , 则 XX 到 7 了 的 (如 X= 
7, 称 为 上 的 ) 一 个 二 元 关系 RR 即 是 笛 卡 儿 积 XXY 的 子 集 , 换 言 
之 ;V (7 ,EXXY,(z,y)ER 当 且 仪 当 z 与 y 具 有 关系 R. 因而 论 
域 X,Y 中 的 元 素 要 么 有 关系 ER, 要 么 无 关系 BR, 二 者 必 居 其 一 上 且 只 
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居 其 一 ,这 是 一 种 清晰 的 普通 关系 . 例如 男人 集合 中 的 “弟兄 ” 关 
系 ,“ 父 子 ” 关 系 , 全 体 实数 集 X= 二 (一 oo ,co) 上 的 “小 于 ”关系 等 . 

然而 ,客观 事物 之 间 还 存在 大 量具 有 模糊 性 的 关系 , 即 不 是 要 
么 具有 ,要 么 不 具有 ,而 是 在 一 定 程 度 上 密切 或 玖 远 的 情形 . 如 外 
貌 是 否 “ 相 像 ”, 性 格 是 否 “ 相 似 ”, 全 体 实数 集 X 上 的 “ 远 小 于 ” 关 
系 等 . 这 些 是 模糊 关系 . 

定义 1.1 WX,Y 为 论 域 ,第 卡 儿 积 XXY 上 的 一 个 集 RE 
Z XXY) R: XXY—>[0, 1j) 称 为 X 到 Y 的 一 个 (二 元 ) 模 精 关 

此 时 ,Y z€ XEY, RRE Ra, DRR r 与 y 的 相关 程度 . 

特别 , 当 XX 一 了 ,关系 RE (XXX) 称 为 X 上 的 (二 元 )F 关 
系 . 

RE L= L, S, V, A EKER RELO RKA X aY 
的 L 一 PF 关系 . 

如 工 = 40,1),L 一 F 关系 即 为 普通 关系 . 可 见 ,F 关系 是 普通 
关系 的 推广 . 。 

例 1.1 设 X=( 一 oo,co) 为 全 体 实数 集 ,X 上 的 “ 远 小 于 ” 关 
系 有 R( 常 记 为 贸 ) 可 规定 为 :Y € x, 


0, `4 z >= g, 
RG ,#) = 


100 
[1 二 (y 一 73], 当 Ty 


则 RR 是 X 上 的 关系 .例如 
R(0,1)=0. 010,R(10,20)=0.5, 
R(100,400) =0. 999. 
例 1.2 设计 = (zyzzyz25} 表 示 某 五 人 的 集合 ,了 = 1, 
,9a ,gj*} 代表 中 国 四 部 十 曲 文学 名 著 : 西 游记 ,水 浒 传 ,三 国 演 
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义 , 红 楼 梦 的 集合 .到 了 的 “熟悉 ”关系 是 一 个 关系 ,如 下 表 
所 示 : 
R(z,z) 


Tl 


V2 


T3 


HE EJ AL se, 对 四 部 著作 都 相当 熟悉 ,尤其 是 对 西游 记 , 三 国 演义 ， 
'z 对 西游 记 相 当 不 熟悉 ,而 rs 在 四 部 著作 中 对 红楼 梦 要 熟悉 得 . 
多 ， . 
注 ”定义 1.1 所 述 二 元 关系 可 以 自然 推广 为 x 元 关系 : 
设 ,Xz,…X, 是 4 个 非 空 集合 , 则 
R:XıX XX XX->[0,1] 
称 为 了 二 XXXsX… XX, 上 的 4 元 下 关系. 
根据 定义 1.1,X 到 Y H FRR REE XXY Hr PR, EE, 
按照 了 集 的 并 , 交 , 补 运算 便 定义 了 FF 关系 的 并 , 交 , 补 运算 : 
设 R,S,RE.F(XXY),tET, 则 
RSS © VDEXXY, RG,)<SS(z,p), 
R=S © V(r EXXT, RG,7)=S(z,7), 
KV (x,y)E XXY, 
CV RO rsy) =supR ey), 
CARO (msy) =infR lesy), 
F(z,y) 一 1 一 RCz,y)(R 是 BR 的 补 关系 ). 于 是 由 第 一 章 
的 定理 2. 1, 有 
命题 1.1 iR, S, PREZ (X,Y), ET, M 
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(I RVR=R,RAR= R; 
(2) RVS=SVR,RAS=SNAR; 
(3) (RVS)VP=RV (SVP), 
(RAS) AP=RA (SAP); 
(4) (RVS)AR=R,(RFAS)V R=R; 
(5) RACV RO= V RAR), 
' RV (ARD = A (RV R): 
(6) RVI=I,RAI=R, 
RVO=R,RAO=0, 
Hp ,0EF (XXY), Y (y) EXXY, 
Isy) =1,0(2,y)=0, IRA X AY 的 全 称 关 系 , 零 
关系 ; 
(7) (RY=R; 
(8) V TO= AR, CARY = V Re. 
定义 1.2 设 RE (XXY),@ R ''IYX X >[0, EEY Q, 
z)€ YX X,R 1(y,z)=R(z,yz). M F EF (Y X X)ËK J F X £ R 
的 道 关 系 ( 亦 称 转 置 关系 ) 
命题 1.2 ÚW R.,S,R€ 2 (XXY) IET, MI 
(1) R<SenR- <s, 
(Q) (VARO = VRO CAR = AR; 
(3) (R) '=(R-1'; 
(4) (R-l)-1=A. 
证 明 是 直接 的 .“ 
同样 ,对 于 7 集 的 4 截 集 , 分 解 定理 ,表现 定理 等 也 可 引入 到 
关系 中 . | | f 
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R XBY FERRE (XCY),V aE[0,1],B 的 4 截 集 
R( 相 应 地 ,的 和 4 强 截 集 RJ 是 X 到 7 的 普通 关系 ( 称 为 R 的 4 截 
关系 )， 
© Rlar,y) > À, 
© R(z,z) > 2. 


rR,=R,(z,g) = 1 
sR YR, (x,y) = 1 
于 是 ,由 第 一 章 的 定理 3. 5,3.6,3.8, 有 
命题 1. 3(F 关系 的 分 解 定理 ) 设 RE 多 (XXY), 则 
d) R= V AR; 
ae [0,1] 
(2) R= V AR; 
4a€ 0,11) ° 
(3) R= V ôR), 
2€ 70,1] 


其 中 He:[0, 1] >22 (XXY), Y 2E [0,1]. 
R, C Hr) C R. 


由 此 可 见 ,F 关系 可 以 分 解 为 一 组 特殊 的 普通 关系 ( 截 关 系 ); 
反之 ,一 组 普通 关系 如 构成 XXY 的 集合 套 ( 亦 称 X 到 了 的 关系 
套 ) ,利用 表现 定理 也 可 以 用 来 表示 关系 . 


S2 天 关系 的 合成 


关系 的 合成 是 常用 的 运算 之 一 ,许多 关系 的 性 质 都 与 合 
成 运算 有 关 . 自然 ,Fr 关系 的 合成 是 普通 关系 的 合成 的 推广 . 
| 定义 2.1 WR (XXY),S€C Z OXZ), 
RoS;:XX2Z—[0,1],V G,z) € X X Z, 
(R e S)Gz,z) = VIRG.) A S(g,z2) ), 


其 中 V =sup, A =min,Jll| R ° SE Z ( XX Z) 88 N F X: £. R 55 S fJ 
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合成 . 

例 2.1 设 X 代 表 全 体 男人 的 集合 ,R,SE 多 (XXX) 分 别 大 
XX 上 普通 的 “弟兄 ”关系 , “父子” 关系 , 则 依 定义 2.1,V z,zE X, 

(R° S)Gz,z2)=1 OI z€ X, RG ,y)—=1=S(g,z) 

SJ z€ X,y 是 z 的 哥哥 , 且 
y 是 z 的 父亲 . 

此 时 ,通常 称 z 是 :的 权 叔 , 即 (普通 ?关系 的 合成 R。S 是 X 上 的 

例 2.2 设 针 为 全 体 实数 集 ,R E X EW rp X “0 JF” (N, 
例 1.1), 则 关 系 的 合成 R RRR 关上 的 “ 远 远 小 于 ”关系 :Y z, 
z€ X. H ES 2.1, 

(R ° R) (2,2) = V [RG A RGz,z) ] 


0, 34 z > z, 
100 


Z — z 


C) 


=9[1 + 


]-!, 当 zx 之 z. 


定理 2.1 PER,R,.R,C.Z(XXY),S,S S, C€ FYXZI), PE 
.F(ZXW), 则 
(1) (RS): P=R° (S ° P); 
(2) (RV R) ° S= (RB. ° S) V (R: ° S), 
R° (SV S,))= (R° S.) V (R° S); 
(3) (RAR) ° S< (R, ° 8) A (R; ° S), 
R o (S IAS)=<(R ° S1) A (Ro S,); 
(4) Rñ=<R=—R., ° SKR: ° S, 
S KSR ° SIKE ° S;; 
(5) Ro E,=8B, ° R=R,(0. R=R ° 0=0, 
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RP EE, RIE XY 上 的 恒 等 关系 ,VY za € X, P€ Y, 
Ex (zu) = Q s=. 
O, 当 x 关 zy 
Era) = 1! >» 35 = 7 
O, 3562 7; 
(6) (Re STES e R". 
证 明 只 证 (1),(2) 的 第 二 式 及 (6) ,其 余 类 似 . 
(1) V (x,w)E XXW, 
LCR o 8) ° Pl(z,w) = V [GR ° S)G,2) A PG, 
= VL V (RG) A SC(y,2)} A Plz,w)] 
= M RG, A SGg,z) A Plz,20)] 
同 理 ,[R。(S 。P)] Ga)= VO, [Rl y) A SC(y,z) AP(z,w) ], b 
DR- 
(2) 的 第 二 式 . V (zx,z) € XX Z, 
[R ° (S, V S) (z ,2) = V (RG) A [S.G.2) V S,G,z) ]) 
= \V,LRCz,Y) A SGD] 
V (V [RG A S; G.z)]) 
= (R° 81) (x,z) V (R ° S,) Gz,z) 
= [CR s 8) V (R° S,)]G@,2, 
故 Ro (S, V S,)== (R ° S.) V (R ° S2). 
(6) V (z,7)EZXX, 
(Ro S) -1(z,7) = (R ° S)(z,z) 
= V [RG y) ASG.2)] 
= V [S 'G g) AR (yr)] 
=(S lx R!) (z,z), 
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故 (6) 成 立 .证 毕 . 
注 G 性质 (2)7 可 推广 到 一 般 情形 
CV RO) >S = V CR o 8), 
R o (V 8D = V (R ° 8) 
GD —J% R: S=&S - RC WØ 4.1). 
GD 性 质 (3) 中 等 号 未 必 成 立 ( 参 见 例 4. 2). 
现在 我 们 利用 关系 的 合成 引入 下 关系 的 方 冤 . 
定义 2.2 R€. (XX X), fh F X £ R BJ 3k f 5 SkiK 35 U 
R°= Eé R =R, R =R R, R= R o R, e. 
命题 2.2 设 R,SE Z (Xx X). 
d) 若 RS, 则 对 任何 正 整数 n S", 
(2) 若 R 与 8 可 交换 ( 即 R。S==S。R), 则 对 任何 正 整 数 ， 
L, Rt o =S o Ra 
证 明 (1) 由 定理 2. 1(4) 易 验证 . 
D ”首先 ,用 数学 归纳 法 证 明 RE 与 8S 可 交换 : 因 Re s= 
S。R, 妈 结论 对 =] 成 立 ; 如 果 R S ° pt), U 
RoS=(R!° R) o S=R!» (Ro S)=R l. (S° R) 


= (R°! o S) ° R=& ° (R! o R)=S ° F. 

故 对 任何 正 整数 k. R o S=S8 ° F. 

RAAHE KIERO i E R 与 8 可 交换 ,应 用 上 述 推 证 知 ， 
对 任意 正 整数 S 与 R 可 交换 , 即 

R oo S= & ° Pt. 
证 毕 . 
推论 2.3 设 R,SE Z (XXX). ` 
O 对 任何 正 整数 证 ,有 Rt 二 Re o R; 
(2) 若 R 与 8 可 交换 , 则 对 任何 正 整数 %， 
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(Ro SSR ° S", 

EO 本 节 介 绍 的 合成 运算 , 依 其 定义 也 称 为 sup— min 合 
成 . 类 似 可 考虑 其 他 类 型 的 合成 运算 ,其 中 较为 有 用 的 如 Inf 一 
max 合成 : 设 RC Z (XXY).SC.Z (Y XZ),fh R° SEF (X> Z), 
V (zx,2) € XX Z, 

(Re S)G,2)= MLR V S(g,2) ]. 

则 R55S 称 为 F 关系 与 8 的 inf- max 合成 . 

GD R L=(L, S, V, MEZER N Lr 关系 的 合成 运 
算 可 类 似 定义 . 


$3 FX # ú 3 m 


本 节 介 绍 常见 的 中 关系 具有 的 一 些 性 质 , 如 自 反 性 、 对 称 性 、 
传递 性 . 在 此 基础 上 引入 了 关系 的 重要 类 型 一 一 F 相似 关系 ,F 等 
价 关 系 . 

定义 3.1 设 REZ (XX X). 

O RE 称 为 是 弱 自 反 的 ,如 果 YV z,yE X,RGz,y)S<<R(z,z); 

(2) RR 称 为 是 自 反 的 ,如 果 ER, BIY z€ X,RCz,z) 二 1， 

(3) 8 称 为 是 反 自 反 的 ,如 果 RÆK, Y EX, RG, 
z)= 0; 

(4) ER 称 为 是 对 称 的 ,如 果 R=R-!1, 即 Y z,y€ X,RGz,y) = R 
Gr); 

(5) 有 E 称 为 完全 反对 称 的 ,如 果 V ryEX, Ra, y) >0, RU, 
z)>0,§ z=g7; 

(6) BR 称 为 反对 称 的 ,如 果 YV z,y€ X, RG, y) =R, 1) £0, 


` 
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有 zx=y; 
(7) REKER, MR R ° RKR. 
5 L, B 2 WJ F 2 # 2 38 Ë 5 8 , TEIR F X # 
是 反对 称 的 . 
命题 3.1 设 RE 罗 (XXX) 是 弱 自 反 的 , 则 对 任何 正 整数 *， 
R'<C Rr H R" tB EB KA. 
证 明 首先 ,用 数学 归纳 法 证 明 pR, 
Y n=1,Y z, €C X fE X 2.1 及 3.1(1)， 
R2(z,3) = V LRGz,2) A R(z,)] 
Z RG(z,z) A R(z,z) 
= R(z.g). 
故 RSR, Bi "一 1 时 结论 成 立 .. 
若 归 纳 假设 RSR , M HEH 2. 1(4)， 
R = Rl o R< F ° R = RPH, 
故 对 任何 正 整数 n, R. 
其 次 , 仍 用 数学 归纳 法 证 明 R' 的 弱 自 反 性 : 
当 x 二 1, 由 假设 R =R EAR. 
若 归 纳 假设 Pr"! 是 弱 自 反 的 , 即 Y z,y€ X, ay) 
Pi(z,z), 则 


F(X.Yy) = (R! oR)(r.Yy) = VLE (2,2) A R(z,y)] 


SVR 1Gz,2) = J*-l(z,z) < R"'(z,z). 
故 对 任何 正 整数 "六 是 弱 自 反 的 .证 毕 . 
推论 3.2 设 8E 多 (XxX) 是 自 反 的 , 则 对 任何 正 整数 n, P 
<PH, B F tb 3 B J f. 
证 明 R WE KTEH 
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Ex < R < R2 eee < R < R*+1 < --- 
立 得 .证 毕 . 
命题 3.3 设 R,SE 多 (XXX) 都 是 自 反 的 ,; 则 RV S< R ° S 
H R ° S 也 是 自 反 的 . 
证 明 V z,z€ X, 
(R » &) (2,7)= V | R(z.z) A SC(z,y)|] 
SRC ,y) AS(y,y) 
=R(z,#), 
即 RSKR ° S. AETA, SKR. Sik RV S<R ° S; BHV z€ Xx, 
(R° S) z,z)2=RG,z)= 1 知 , CR。S)(z,z) 一 1, 即 R。S 是 自 反 的 
FR. 证 毕 . 
注 一 般 , 若 RGET) 都 是 外 上 的 自 反 的 7 关系 , 则 VE， 
命题 3.4 É RCZ (XX X), p X: £ R ° ENR. 58 Ë 
反 的 ， 
证 明 由 定理 2. 1(6), 命题 1. 2(4) 知 
(Reo RU = (R 1 O R! = Ro R}, 
Bp R。R- :是 对 称 的 ,是 因 Y z, € X, 
(R ° R')(z,z) = V LRGz,2) A R!(z,z)] 
> RG.,#) A R'(g,z) 
= R(x,y) A RG,g) 
= R(z,y), 
于 是 ， (R° R=!) Cry) = V [RG ,2) AR'(z,y)] 
< V R(z,z) 
:ev 
<(C8。 有 ID)(zz7)， 
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É R ° R ES B] 5 89. uE HE, 

命题 3.5 设 R,SE .F(XXX) 都 是 对 称 的 , 则 RR。S 是 对 称 
的 了 关系 的 主要 条 件 是 ,R 与 5 可 交换 . 

,证明 ROTE Æ R ° S=S ° R, 9] 


(Re S = Si R = 8e R=R°S, 
ELR ° S 是 对 称 的 . 
必要 性 . 由 R,S,R。S 的 对 称 性 ,有 
R»: S= (RoS) = Sl o R l1=S=-°R, 


故 R 5 S 可 交换 .证 毕 . 

推论 3.6 ik RE 多 (XXX) 是 对 称 的 , 则 对 任何 正 整 数 n, e 
是 对 称 的 . 

注 一般, 若 RC(LET) 都 上 的 对 称 的 F 关系 , 易 见 VR， 

命题 3.7 设 尺 ESC(XXX),tET, 均 是 传递 的 关系 , 则 
从 及 也 是 传递 的 . 

证 明 因 Y4E7, 有 

CAR) = (AR) ° CAR) < R. ° CAR) 
< R, ° RXR, 

知 CAPOS AR, k A R, 是 传递 的 . 证 毕 . 

注 一般 而 言 , 若 R,S 是 Xx 上 传递 的 关系 ,RY 5 未 必 是 传 
递 的 (参见 例 4. 5). 

命题 3.8 设 8,SE .F(XXX) 都 是 传递 的 ,上 且 RR 与 8 可 交 
换 , 则 RR。5 也 是 传递 的 . 

证 明 HCR e S)?=(R o S)(ReỌ)=R o (S ° R) ° S=R+ (R 
e S) e S=(R°o R) (S+ OKR. S, Re S 是 传递 的 .证 毕 . 
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命题 3.9 设 RE 多 (YXX) 是 传递 的 , 则 对 任何 正 整 数 ， 
<R R. RER. 


定义 3.2 WR (XXX), 


R=A {SE (XX X)|R< S BS < S), 
# h 9 F 35 £ REER. 


7 


显然 ,有 是 上 包含 RR 的 "最 小 ”的 传递 的 关系 . 
定理 3.10 i R€.Z (XX X), 
有 -= V >. 


<È, ATI V R <Ë. 


反之 ， TAL EP 及 


(VERD CV TR) = V” ‘(pe e R”) 


推论 3.11 设 R€ Z (XX X), MAEA ER% n, ĝ= N, "Ri 
的 充 要 条 件 是 ， R< V R. 


证 明 必要 性 显然 . 

充分 性 .Ym 之 1, 可 归纳 证 明 R< V "R 
事实 上 , 当 m= 二 1, 由 假设 已 成 立 . 

车 归纳 假设 ge < V R, WJ 


pt m = pt ‘m1) ° R < (V'È) o R 
k=1 
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一 V apiti < Vm, 
k=l k= 


归纳 步骤 完成 ,于 是 ,由 定理 3.10, 


证 毕 . 


(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(S) 


Ë = V =R: = VR 
上 := 1 k=1 


命题 3. 12 关系 的 传递 闭 包 具有 下 述 性 质 ， 


如 果 RKS, M he3， 

WMR RÆK, Ê IRR; 
如 果 有 是 对 称 的 , 则 名 亦 然 ; 
如 果 忆 是 传递 的 , 则 =R; 
QR 一 会 !. 


证 明 由 定理 3. 10 可 直接 验证 性 质 成 立 . 
现在 我 们 转向 欠 绍 相似 关系 ,F 等 价 关系 . 


定义 3.3 设 RES(XXX), 如 果 R 是 自 反 的 ,对 称 的 , 则 有 R 


称 为 X 上 的 相似 关系 . 


此 时 ,Y z, € X, RG ,y)3 z 与 y 关 于 RR 的 相似 程度 . 
由 前 述 讨论 易 见 , 若 ROETE F 相似 关系 , 则 VB, AR 


命题 3.13 设 RE.Z(XXX) 是 相似 关系 , 则 对 任何 正 整 


数 a, R 也 是 相似 关系 . 
证 明 由 推论 3. 2,3.6 立 得 . 


定理 3.14 设 RE.SF(XXX), 则 RB 是 F 相似 关系 的 充 要 条 
件 是 ,VY 4EL0,1],4 截 关系 R, 是 上 普通 的 相似 关系 , 即 具有 自 


反 性 ,对 称 性 . 


证 明 


必要 性 .V 4€[0,11, 因 VY z€ X, 
R(z,z) = 1 > 4, 
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知 (z,x) € R; f z.) € Ri 有 
R(g,z) = RGz,y) 2 2, 
AG) ER; 故 R, 是 X 上 普通 的 相似 关系 . 
充分 性 . 由 下 关系 的 分 解 定理 /命题 1. 3)， 


R= V 2R, 
AC [0,1]J 


及 已 适合 自 反 性 ,对 称 性 .于 是 ,Y z€ X, 
Rlz,7)= V [A RG,z)]= V Asl; 
V z,z€ X, 
pG, p= V [AA Ra(z,y)] 
= VY LA R,CG, z) ] 
=R(g,z). 
故 尽 是 下 相似 的 关系 .证 毕 . 
定理 3.15 设 R€. (Xx X), 
R= RV R V Ex 
是 相似 关系 , 常 称 为 的 相似 闵 包 ,因为 它 是 包含 的 最 小 的 F 
相似 关系 . 
证 明 是 直接 的 . 
定义 3.4 设 REF(XXX), 如 果 E 是 自 反 的 ,对 称 的 和 和 传 
递 的 , 则 R KJ X EN F 等 价 关 系 . 
显然 ,R 等 价 关系 是 相似 关系 . 
易 见 , 若 RCET) 均 是 * 等 价 关系 , 则 人 RR 亦 然 . 
命题 3.16 设 RE 多 (XXX) 是 F 等 价 关系 , 则 对 任何 正 整 
数 4, 所 也 是 等 价 关 系 . 
证 明 由 命题 3. 13,3. 9 yr B. 
与 定理 3. 14 类 似 ,我 们 有 
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定理 3.17 设 RE.S(XXX), 则 BB 是 FF 等 价 关 系 的 充 要 条 
件 是 ,Vv 2E 50,1],4 截 关系 8 是 处 上 普通 的 等 价 关系 . 
定理 3.18 W R€ S (Xx X), S=RV R, 
R — Š V Ex 
是 X 上 的 等 价 关系 , 常 称 为 R 的 等 价 闭 包 , 它 是 包含 的 最 小 
的 等 价 关系 . 
证 明 ”由 命题 3.12 知 , 兰 是 自 反 的 ,对 称 的 ,而 由 命题 2. 1 
等 ,有 
R o R = (Š V Ex) ° (Š V Fx) 
= (S s Š) V (S ° Ex) V (Ex ° Š) V (Ex ° Ex) 
= & V Bx 
= Ë. 
k 如 是 传递 的 , 即 让 是 等 价 关系 . 
容易 验证 : 若 RSP,P 是 X 上 下 等 价 关 系 , 则 RSP i k EE 
含有 的 最 小 王 等 价 关 系 . 证 毕 . 
命题 3. 19 AREF (KX X)E F 相似 关系 , 则 


#E P 等 价 关 系 . 

证 明 由 命题 3. 12 立 得 ,或 此 时 R— h. 

下 面 的 性 质 对 于 判定 了 相似 关系 是 否 为 F 等 价 关系 有 方便 
之 处 . 

命题 3.20 设 RES(XXX) 是 相似 关系 , 则 ER 是 F 等 价 
关系 的 充 要 条 件 是 ,V z,y,zE X, RC, y) RO RG O ZH H A 
有 二 者 相等 且 不 超过 第 三 者 . 

证 明 必要 性 , 设 有 是 了 等 价 关系 "不 失 一 般 性 ,可 设 

R(x.y) S R(g,z) S R(z,r), 
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则 由 下 的 对 称 性 ,传递 性 ,有 
RC ,y) Z= V LRGz,u) A R(u,y) ] 
> R(z,z) A R(z,#) 
= R(y,z) A R(z,z) 
= R.z). 
ÉQ R(z,y)= R(z,z)<XR(z,z). 
充分 性 . 因 有 是 下 相似 关系 ,由 假设 条 件 V z,y,zEX， 
R(z,z) 人 R(zg,z) < RG,y), 
从 而 l 
R(x,y) > V LR(z,z) A R(z,z2) ] 
= R(x,y), 
BB R 423808 bk R JE p EMER. HFE. 
定理 3.21 设 RE.FH(XXX), 则 RR 是 8 等 价 关 系 当 且 仅 当 ， 
有 的 补 关系 F€ Z AXIER A H HE, XTERRA inf- max & ` 
成 的 传递 性 ( 即 RR。 玉 ,其 中 。 的 定义 见 $2 末 的 注 (2)). 
证 明 设 R 是 等 价 关系 ,VY z, € X. 
R (z,r)=1—R(z,2)=1—1=0, 
R (z,y)=1—R(2,4)=1—R(y, r) =R (4,2), 
CE > R)G,y)= ALR a2) V CGy)] 
=1— V [RG A Rzy) ] 
=1— (R° R) (2,4) 
=1—R(z,g) 
=R°(z.g). 
故 肪 具有 反 自 反 性 ,对 称 性 及 适合 R< R° + R. 
反之 , 若 条 件 成 立 , 类 似 可 证 下 具有 自 反 性 ,对 称 性 ,传递 性 
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GERACE o R =R o R), BI RÆ FENER EE. 

Ë 下 关系 BE 多 (XXX) 适 合 反 自 反 性 ,对 称 性 及 对 Inf-max 
合成 的 传递 性 (RSR5R), 常 称 为 XX 上 的 距离 关系 .定理 表明 ， 
是 等 价 关 系 ”名 FR 是 距离 关系 . 

定义 3.5 设 RE 多 (XXX) 是 有 等 价 关 系 ,YzEX, 命 [zjE 
多 (X) ,使 得 YV yEX， | 
[zj(y) = R(z,), 
则 X/R= {[zj|zEX} 称 为 由 等 价 关 系 决定 的 商 集 (注意 它 
是 通常 集合 ). 
与 普通 的 等 价 关系 的 性 质 类 似 ,我 们 有 
命题 3. 22 设 R€ Z (XX XE F BME, X/R 是 8 决定 
的 RR, 
G) Vz yEX,R(zY)=0G[Lr1A [y= 2; 
GD Vz,v€X,R(z,y)=1@[=z]=[z]; 
Gi) y z)=x. 
证 明 GO (=>) 车 RCz,y)==0, 则 VY z€ X, 
Erl A BDO = aw A [z ](2) 
= Rl(z,z) À R(y,z) 
= R(x,z) A R(z,y) 
< V [RG,z) A RG,)] 
= (R ° R)(z,7) 
< R(z,z) 
= 0. 
故 [zj] A [Ly] 二 2 
(< 二) 车 [zjA[yj== 名 , 则 
ROz,y) = Rlz,y) A RG, = ([z] A [z ])G) = 0 
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Gi) C>)# RG,y)= ,)V z€ X, 
` [z]G2) =R(z,z2) = R(z,z) A RGz,g) 
=R(y,z) A RG,z2) 
<(R ° R)(g;2) 
AR(y,2) 
=[y](z), 
即 [z] 志 [yj, 同 理 可 证 [9y] 志 [xz]( 因 RGy,z) 一 1), 故 [zxj= [yj 
(<>#[z]=[zJ,M 
R(z,y) = [z]() = [yj(y) = RG) = 1. 
GDY z€ X,# 
(CY, LJD = V. kI > [yj(y) = Ry,y) = 1, 
A [zD 0=1, 即 V [~ =X. 证 毕 . 


S4 FREERK 


当 论 域 是 有 限 集 合 时 ,关系 可 以 用 矩阵 的 形式 来 表达 ,而 
作为 布尔 矩阵 的 推广 , 算 阵 的 研究 与 语言 ,P 算法 ,F 自动 机 的 
理论 等 有 密切 关系 . 本 节 介 绍 的 矩阵 代数 包括 矩阵 的 概念 ， 
运算 及 其 性 质 ,F 矩阵 的 各 种 类 型 ,F 矩阵 的 短 收 敛 , 对 称 矩阵 
的 可 实现 问题 ,矩阵 的 秩 ,正则 性 与 广义 逆 矩 阵 ,F 矩阵 的 不 变 
RF 

定义 4.1 形 如 
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的 矩阵 称 为 mxXn 的 矩阵 ,其 中 oj€E50,1],i=1,2,… pm, j=], 
2,… ,并 记 为 4 二 (4,)。x,, 其 中 a 称 为 矩阵 4 的 第 i 行 第 j 列 
的 元 素 . | 

全 体 mxn 的 ?矩阵 的 集合 记 为 [0,1 了 x". 

以 下 常用 大 写字 母 4,8,C,D ERR F ER. 

注 D RER XS {ttz rim} Y= (py s 如} 及 XX 
到 了 的 关系 R€ Z (XXY), iË 

a; = Rasy) si = 1,2,=-,m,j = 1,2, 0n. 

HJ R TH FERE 4= a KER, ERRARE Z (xxY)5 
[0,1]"”" 成 一 一 对 应 ,因此 , 81、8$ 2、§ 3 的 许多 概念 ,运算 ,性 质 
可 以 自然 应 用 到 r Epp. 

(D 设 工 是 完备 格 (分 别 以 0,1 为 最 小 元 ,最 大 元 ), 则 形 如 
A= (aj). a; E L, IRA L-F 矩阵 . 

EIL L= (0,1), KAARE. 

O) 34 m=n,A= (a,).x, PA n Br F AE, Tq 


ee 
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1 | 1 
1 1 
Inaxi 一 € [0,1]"* 
l 1 = 1 
分 别称 为 零 和 矩阵 ,全 和 矩阵 (相应 于 零 关 系 , 全 称 关 系 ). 
1 0 … 0 


... 0 l 
E, = e [0,1]J> 


0 0 … 1 
称 为 ” 阶 单位 矩阵 (相应 于 恒 等 关 系 ). 
显然 , 零 矩 阵 ,全 矩阵 ,单位 矩阵 都 是 布尔 卸 阵 . 
定义 4.2 设 A= (aj), B= (b) E [0,1]%*>". 
GD #ViC{L 2 m) jE (1,2,-- sn}, a= by, W F E 
阵 4 与 B 相 等, 记 作 A=B. É 
GD #Vi€(1,2,--,m),j€ (1,2,-—-,n),a Sbi, MFK B l 
€ 4, 记 作 AKB. 
例如 ,VY AC [0,11] 0... < A<T,;.. 
Gü) 命 | 
A+ B = (as V by)nxs € [0,1], 
AA B= Ga A bj). € [0,1 
分 别称 为 了 矩阵 4 与 的 和 , 交 积 (相应 于 关系 的 并 , 交 ); 且 
Æ = G — apa € [0,1 
称 为 4 的 了 补 矩 阵 ( 相 应 于 三 关系 的 补 )， 
| A = Cada € [0,17J>= 
称 为 4 的 了 转 填 矩阵 (相应 于 关系 的 道 关系 ). 
例如 , 设 
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“0.3 0.8 0.5. 
-5 o "中 
则 
0.3 0.5 
4 一 |0.8 0l,- 
0.5 0.6 
注 E 关系 一 样 ,可 定义 [0,1J”* 中 一 族 矩 阵 的 和 , 交 积 . 
下 面 的 定理 4. 1、4. 2、4. 3 是 下 矩阵 运算 的 基本 性 质 . 因 都 可 
由 相应 的 7 关系 的 性 质 直 接 给 出 , 故 证 明 从 上 略 . 
定理 4.1 设 4,8,CE1[0,1J"”x*, 则 
(1) A+A=A,AAA=A; 
(2) A+B=B+A,AAB=BAA; 
(3) (A+B)+C=A+(B+O; 
(4AB)AC=AA (BAC); 
(4) A+(AAB)=A,AA (A+ B)= A; 
©) AA(B+C)= (4AB)+(AAN0), 
A 十 (BAC)= 二 《4 十 B)A (4 二 0); 
(6) 4 十 fx 一 Toxs4A 人 Toxs 一 4， 
4 十 Onxs 一 4 ,AA0,.x.=0,x.13 
(7) (A) =A; 
(8) (A+B):= £: A Ë, 
(AA By*= 4° +Ë. 
定理 4.2 iA, BECO 117,0 
G) ALBA <B' ; 
(2) (A—B)' =A +B' ,(ANBY =A AB' ; 
(3) AV =A); 
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(4) (AY =A. 

定义 4.3 ik A=(laa) E [0,1], B= y) ELO, 1] A ° 
B=) E [0,1 ,其 中 

Gij =V Áta A b;), 

i=1,2, m j= 1,2,=-- x. 则 称 À ° B 28 PRERE À 55 BARRI 
应 于 关系 的 合成 ). 

注 ?矩阵 乘积 的 定义 形式 上 类 似 于 通常 矩阵 的 乘积 ,只 是 
分 别 用 取 A =min, V 一 max 代替 数 的 乘积 , 数 的 和 . 

例 4.1 设 


0.2 0.1 
0.3 0.2 0.1 
= ， B= 05 0.3|， 
0.4 0.6 0.2 
0 0.7 


C0.3 A 0.2)V (.2A05 V (0 1A0 (0.3 A0.1) V 0.2A 0.3) V (0.1 A 0.7) 
(O. A 0.2) V (06.6 A 0.5) V (0.2 A 0) (0.4 A 0.1) V (0.6 A 0.3) V (0.2 A 0.7?) | 


(0.2 0.2 
0.5 0.3 |: 


(0.2 A 0.3 V IALA (0.2 A0.2) V (D.1 A 06) (0 2A01) V (O I A02 
5 A 0.3) V (0.3 A0.4) (0.5 A0.2) V (0.3A 0.6) (0.5A 0.1) V (0.3 A0.) 


(OA 0.3) V (0.7 A 0.42 (O A 0.2) V (0.7 A 0.4) (OA 0.1) V (0.7? A 0.2) 


(0.2 9.2 0.1 
= | 0.3 0.3 02]. 
0.4 0.6 0.2 


H N, ERE F.A BAB. A 事实 上 ,按照 定义 4.3, 当 4。B 
有 意义 时 ,8B。4 未 必 有 意义 Cm 关 时). 

定理 4.3 设 4,4,4;€[0,1]"x',B,Bi,5,€[0, re ,CE 
[0,1J**, 则 

G (4°B)eC=A。 (h° O); 
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(2) (A+A) ° B= (A, ° B)+ (A ° B), 
4 (Bi+-B,)=(A ° B.) (A ° B>); 
(3) (A AA) ° B(A; © B) N CA ° B), . 
A° (B, A B.)<CA ° B.) A (À ° B>); 
(4) ASAA ° BXA ° B, 
B,<B,=>A ° B,<_A ° Bz; 
(5) A °BE,=BE, ° A=A, 
A ° Oxi=—=Onxm ° A=Onxi; 
(6) (4。B) =P °A. 
例 4.2 设 


0.5 0 | N 1 | K 0.3 | 
A= ,B= CO = , 
1 1 0.4 0.4 0.6 0.7 
则 


(4AB)°.C= 


0.5A0 OA1 | 中 0.3 | 
1A0.4 1A 0.4 0.6 0.7 


0 O 0.3 0.3 
-| 0.4 | 0.7 | 
0 0 
-| 0.4 | 


(0.5 A0.3) V (OA 0.6) (0.5 A 0.3) V (0 A 0.7) ) 
(1A03)V (QA 0.6) (1 A 0.3)Y (1 A 0.7) 


(A-C) A (B° C) = 


(OA0.3)Y (QA 0.6) (O A0.3) V G A 0.7) ' 
(0.4 A 0.3) V (0.4 A0.6) (04 A0.3) V (04 A0.7) | 


| 
(as an J os eo 
P 


0.3 e) 


> 
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可 见 ,《4AB)。C 了 (4。0)A(B。0), 即 定理 4.3 中 性 质 (3) 一 般 
不 能 成 为 等 号 . 
定义 4.4 设 4=(aj)€E[0,1J"”*,Y 4E[0,1j, 命 
(1,35 a; 2 4， 
aj; (A) = < 
\0, 当 ai < À, 
则 称 m >x n 的 布尔 矩阵 A= Ca (A) E F ERE A H a RRE. 
例如 , 设 
l 0.4 0.8 
A= 10.4 0.2 0.3|， 
07 0 0.5 
则 
1 0 1 
As= |0 0 0|. 
f 1 0 1 
定理 4.4 i A,BC[0,1]J> ce [0,1]:, w 
(1) ASW<BeëV 416 [0,1],A<B,; 
Hv 4€ [0,1], 有 
(2) (A+B),= 4:+B,; 
(3) (AAB),=4,MB,; 
(4) (A ),=(A)'; 
(6) (As O),= A, Or 
证 明 ”只 证 (5) ,其 余 是 明显 的 . 
B A= (ay)nxa C= (cn)xi A ° C= (da )nxis AE [0,1], WY iE 
{1,2,1 m}, kE {1,2,… ,人 ), 若 (4。0); WIB i T AEA 1,BD 
V „iti A Ca) = t > À. 


j=1,2,-- 


于 是 ,存在 bE {1 s257 sn} slij A Cj >h, 知 lij Z Ag cu 22. 从 而 G, 
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Q)=1,c Ë (A)= 1,88 A, ° C, 的 第 ; 行 上 列 元 素 为 1. 

FJ BE, ECA ° C), 的 第 i 行列 元 素 为 零 , 可 证 Ae 的 第 i 
行列 元 素 为 零 . 

UZA ° C) = A, ° Oy. 证 毕 . 

EF PERRE , F ERRERA fE 95 H. F J Ek BJ Jy E 
的 概念 . 

定义 4.5 设 4E[0,1 ”是 * 阶 方 阵 , 命 4 的 非 负 整数 次 
第 为 

A? = R,,A! = A,A = As Apte, ÆT) = A o A, =° 
由 定理 4. 3(1), 易 见 
Æ o A = AH, (ADD: = A. 

一 般 , 我 们 还 有 

定理 4.5 设 4,BE[0,1]', 且 4 与 也 可 交换 ( 即 4。8= 
3。4), 则 对 任何 非 负 整数 忆 尘 与 天 可 交换 , 且 (4。B) = At ° B* 
=(B ° AY. 

证 明 首先 ,对 作 数 学 归纳 法 ,可 验证 

A ° B= B° £, 

进而 可 知 ,4: o B= B ° At. 

其 次 , 仍 用 数学 归纳 法 可 验证 

(A ° B)! =Æ ° B' = (B ° A)*. 证 毕 . 

定理 4.6 设 4E[0,1J* 是 % 阶 F 方 阵 , 则 存在 正 整 数 d,， 

使 得 


Att — — A. 
证 明 考虑 4 的 方 宕 组 成 的 序列 
A,A... . An... 


设 A= (os)x* 中 共有 s FEDARTE (bbsd) ER ` 
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.sse， 因 为 经 过 “V ”%“A 和 "的 运算 不 会 增加 新 的 元 素 , 若 记 "= 
(ac Jaxa s A 
a E (bb, b) ij = 1.2," n. 

由 于 s 个 元 素 最 多 可 以 有 sx" 个 不 同 的 z 阶 了 方 阵 ,可 见 , 在 
序列 | 
A,A2..... A™, 

中 最 多 有 M 个 互 不 相同 的 项 ,其 中 MS. 故 存在 正 整 数 4,4, 使 

_ 得 A= A. EE. 
定义 4.6 设 AE[0,1]**, 则 
i(A)=min {k| A+ = A d ERR). 
P(A)= min {d| A+ = A, k 是 正 整数 } 
分 别称 为 了 方 阵 4 的 指数 ,周期 . | 
特别 ,如 果 4 的 周期 ?(4)=1( 即 存在 正 整 数 k. BB 4+1= 


A MRK 4 村 收敛 (于 4:). 
例 4.3 设 
0.5 ñ 
A= ， 
1 0.3 
则 
ñ 0.5 P ñ 
42 一 , A 一 ; 
0.5 1 1 0.5 
1 05 
0.5 1 
例 4.4 设 


98 ”模糊 数学 导论 


则 


0.5 1 

K iC) 二 2,p(4) 二 1,4 RKA F £. 

现在 我 们 来 介绍 了 矩阵 的 一 些 常 见 类 型 及 其 简单 性 质 . 

定义 4.7 设 4=(a)€[0,1]x*, 则 

(1) 4 称 为 对 角 占 优 的 ( 亦 称 弱 自 反 的 ), 如 果 Y i,j=1,2， 
“RUS 

D 4 称 为 自 反 的 ,如 果 EKA a=); 

(3) 4 称 为 反 自 反 的 ,如 果 AA E.=0.. (Bl a =0); 

(4) 4 称 为 对 称 的 ,如 果 4 =A] ayas); 

(5) 4 称 为 传递 的 ,如 果 AA; 

(6) 4 称 为 紧 的 ,如 果 AKA: 

(7) 4 称 为 村 等 的 ,如 果 = A; 

OD 4 称 为 千夫 的 ,如 果 存 在 正 整 数 m ,使 得 A" =o0..; 

(9) 4 称 为 了 相似 矩阵 ,如 果 4 是 自 反 的 ,对 称 的 ; 

GO 4 称 为 己 等 价 矩 阵 , 如 果 4 是 自 反 的 ,对 称 的 ,传递 的 . 


此 外 ,? 一 之 ! 人 一 4 十 乍 十 …… 十 如 十 … 称 为 4 的 传递 闭 包 ( 见 
定理 3. 10). 
例 4.5 设 
了 ,| É ,| 
A= ， B= ， 
0.2 0.3 0 0.3 
W =A, B =B, I 4,8 均 是 竺 等 的 (因而 是 传递 的 ); 而 
0.1 W 


os 0. i 
42 = = Æ 一 
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A4 By 了 wi H Wi 
A + B>: = ° 
0.2 0.3] 10.2 0.3 


0.2 0.2) | 
B 2 0. ,| 
可 知 (4 十 B)? 和 4 十 B, 故 4 十 B 不 是 传递 的 . 

显然 , S 3 中 关于 各 种 关系 的 性 质 对 相应 的 矩阵 成 立 , 下 
面 叙 述 一 些 进一步 的 性 质 . ` 

定理 4.7 设 4= (a) 是 对 角 占 优 的 x 阶 FF 方 阵 , 则 ASA 
<... < A= A=... 

证 明 设 s= (a2),m=2,3,--. FEV i,j, 由 

a= V (a A a) 


下 一 ] ，2，… n 


= (aa A aj) V += V (a, Aau) V += V (a, 人 oj) 
K 4 的 对 角 占 优 性 质 , 知 
tij = ax, N ai, SaR. 


从 而 ASAS ESAKA. 


下 面 证 明 eKA. 
首先 ,直接 由 数学 归纳 法 易 验 证 : 当 m2>2, 
a= V (aa, A a|, A + A a, a): 


kok sk (611.2... 
其 次 ,对 a 的 并 展开 式 中 任 一 项 
a = da, A lk k, A ... A Qr i 
知 脚 标 ts kı k; |... skai ,7 中 至 少 有 两 个 相同 . 
G) WR iS ke IKK- i, E] 
aS w, A Aa. 
及 在 各 -中 
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<a”, 
从 而 asa; . 
Gi) 如 果 j= k, Ks Snl, RAEE aca; 
Gii) WME k= k Krsna 1, A 
a< ae, A A an A aa ACA TE 
及 在 eth 
oo= NVO (a A A mua, A Gu, 


k, k =k. *—1 ti 
A A G, u) 
<a, 


从 而 asa. 
总 之 ,由 项 a 的 任意 性 ,V ¿J a Kalp”. 
故 4 二 A- 证 毕 . 
推论 4.8 a BEF JrEE A Z Ë X BJ , Wil 
E, < À < A < °° .A = A" 
注 LIAERE F yk, Ë E F Jy B k p B. 
定理 4.9 i A=(a;j)€[0,1] >, 
À = $y". 
证 明 只 须 证 明 
AH < À + À + += + A. 
W A= (4), 当 m 之 2,V i,j), 有 
a® = v lan A ob A oe A z. 
见 定理 4.7 的 证 明 ). 
于 是 ,VY isj fff bka ,hE {1,2,…,n), 使 得 


a“ z= Ga A Gr k, A A Qt js 
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其 中 l ki k, ° ,Ks 中 至 少 有 两 个 相同 . 
G) 如 果 i=k,,1<<s<n, M 
at aa, AeA Gk; 


=a, A ... A Gk; 
Zaa À = A aa, A o A a 


Gi HW; =k,,1<*— s=. IJ 
att! sta, À s ha A Ga, A s A a; 
=a A s Aa A aaa, A o A a 
Zaa A ha A aa... A 
Aaa, A ma, A e A a 
总 之 ,VY i,j, 存 在 正 整 数 s=sG,j)€C {1,2,…,n) ,使 得 0"* "之 
a ”从 而 有 
A" < A + 4° + += + A. 
推论 4.10 设 4 是 z 阶 自 反 的 卫 方 阵 , 则 
4 一 41. 
证 明 由 定理 4. 9, 推 论 4. 8 立 得 .. 
推论 4. 11 AEn I P RERE II 2— ARE a BrEA 
矩阵 . 
证 明 由 命题 3.19, 推 论 4. 10 立 得 . 
注 G 对 于 ” 阶 自 反 的 下 方 阵 4, 因 
À = AT = A = ht = 
H n RRR RITAR EKETE” RKR A 的 传递 闭 包 A. 例 
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如 az 一 15, 则 依照 平方 法 ,计算 四 次 
A— Æ — A A A'S, 
便 得 到 A— A= A". 
D 上 述 “ 逐 次 平方 法 "用 于 F 相似 矩阵 , 则 可 容易 得 到 相 
应 的 了 等 价 矩 阵 . 
命题 4.12 设 4=(as) 是 n 阶 蜂 零 的 F 方 阵 , 则 4 是 反 自 反 
的 ;反之 , 若 4 是 自 反 的 ,传递 的 , 则 4 AE pp BS). 
证 明 设 4 是 短 零 的 , 即 存在 正 整 数 m, 使 得 4"==0, 于 是 ,对 
任意 ki sho kaa jE {1,2,…,n), 有 
qa A NA, 
特别 取 i=h =k — =k. = j, Nl a = 0. 8k A 22 H 506. 
反之 ,对 任意 iski skore skris JE (11 2 n) iE 
a = aa Aaa, A se Aa... 
则 ke =i, kiks ka k= j PEE rss, B 0<r<s<n,k =k.. 根据 
4 的 传递 性 及 反 自 反 性 ， 
| aS, A aaa A = À Ga, 


r+1 r+2 


; = 0. 


<, 
= 0. 
从 而 ,o=0, 故 由 一 0. 证 毕 . 
命题 4 13 设 A= (ou) 是 ” 阶 对 称 的 传递 的 也 方 阵 , 则 4 是 
EPH. 
证 明 只 须 验证 A< A. 
记 全 一 (o9) VE 六 因 o 一 及 ÆSA, 9 ay= ay Na Ka < 
aa T E 


a; = du À a; a, 
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故 AKA. 证 毕 . | 
命题 4.14 设 4 是 4 阶 传递 的 或 紧 的 F 方 阵 , 则 4 是 吞 收敛 
的 . 
证 明 由 定理 4.6, 存 在 正 整数 4,4, 使 得 
| At = A. 
若 4 是 传递 的 , 知 
AE oe 2 A" DA oee, 
于 是 ， | 
A Z AH! > ee Z= AH = A. 
故 A= A, BD 4 是 宕 收敛 的 f 
同 理 可 证 ,车 ASA BJ, A ERKA. 证 毕 . 
命题 4.15 设 4=(a,) 是 4 阶 F 对 称 方 阵 (x 之 2), 则 
| p(A) < 2, i(A) < 2-2. 
证 明 B A= (ae2), 由 4 的 对 称 性 ,V ijs 


a= V (G Aa) 
此 一 1 ,2 ，… 


< v. (as) 


= V la A du} 
知 各 是 对 角 占 优 的 * 阶 F 方 阵 .根据 定理 4.7,pC4?)=1, 从 而 , 存 
在 正 整 数 (n 一 1) ,使 得 
A=? = (ÆT! = (4)" = A”. 

故 pC'A)<<2, B :(A)<<2n—2. 证 毕 . 

设 BE[0,1]”" ,显然 85。B 是 4 阶 F 对 称 方 阵 ; 反 过 来 ,我 们 
要 问 ,一 个 4 阶 F 对 称 方 阵 , 何 时 能 表示 成 一 个 矩阵 与 其 转 置 p 
矩阵 的 乘积 ? 即 z 对 称 方 阵 的 可 实现 问题 . f 
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定义 4.8 设 4 是 zz 阶 己 对 称 方 阵 , 如 果 存 在 BE[0， l>, 

使 得 A= B° B' , 则 称 4 是 可 实现 的 . 此 时 
r(A) = min(m|3 BE [0,1 P*",A = B o B' ) 
称 为 4 的 容 度 . 

BI, E A=B e B , 则 在 8 的 右边 添加 任意 有 限 列 全 为 零 的 
元 素 , 作 成 的 有 矩阵 C, 有 A=C e Cr. 可见, 适合 4=B8。B' 的 8 不 
是 唯一 的 , 且 m 无 最 大 值 . 

例 4.6 x tF £ ETER, BE GQ )= 1. 事实 上 ， 

1 1 = 1 1 
I= 一 | . “111)ixnw。 


1 1 ... 1 axa 1 `RX1 
例 4.7 x BL FRAR E, ERAN, H r (E,) =n. 事实 
上 ,由 E, ° Es = E, H 31, E. 是 可 实现 的 , 且 rE) SR. E B= (ba) 
E€ [0,1]'”,B ° p = E, , Ell 


(1, w = j 
V (ba A ba) = < 
k=1.2,. m .0, 当 i = j. 


于 是 ,Vi， max {b abae bm) 一 V {bz 人 ba} 一 1, 可 见 ,B 中 每 

至 少 有 一 个 元 素 是 1; 车 JALA 

max{b A ba,biz A bo, ba A bim} = 0, 

知 8 的 每 一 列 至 多 只 有 一 个 元 素 为 1, 从 而 mn. 

HCE) =n. | 

定理 4.16 i A= (a) n W P 对 称 方 阵 , 则 4 是 可 实现 入 
充 要 条 件 是 ,4 是 对 角 占 优 的 , 即 Y i, jE (1,2,…,n})， 

lij S dus 


证 明 必要 性 . 设 A=B. B ,B= (b) C [0,1], WY ;,; € 
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{ 人 2 
205 一 I v. (ba A ba) 


< V {br A ba) 


充分 性 . WV ;,. jasa, XT n 作 数学 归纳 法 . 

X a= 1, B==4 即 得 . 

归纳 假设 阶 对 角 占 优 的 对 称 方 阵 是 可 实现 的 , 设 A= Cay) 
是 Cz 十 1) 阶 对 和 角 占 优 的 对 称 方 阵 . 记 41 = Cayan HI A HIANY n fFe 
列 组 成 的 矩阵 , 知 存在 BE[0， 1J”, (E A=B ° B . fi 


CIRES 0 0 
0 asa 0 
B= Bı .. | Ef5o,Dorpxoro， 
0 0 anst 
0 ooe 0 anatata Gatloatl El 
则 易 验证 
Alti 
(2.a+1 
B: B' = A 一 4. 
Anati 
Alati 9 Anal ; +1, 二 1 


啊 故 4 是 可 实现 的 ,归纳 步 又 完成 . 证 毕 . 

命题 4.17 设 4=(a,) 是 阶 可 实现 的 对称 方 阵 , 则 当 n 宕 
3 (<a D 

证 明 对 有 作 数 学 归纳 法 . 

当 % 二 3, 命 
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di3 0 C33 
易 见 ,有 Bo B =4, 知 >"(C4)<<3, 即 结论 成 立 . 
归纳 假设 对 有 阶 情 形 结 论 已 成 立 ,4 是 (x 十 1) 阶 可 实现 的 
对 称 方 阵 , 由 定理 4. 16 证 明 的 充分 性 部 份 可 见 ， 


n(n — 1) nlna + 1) 
2 2 I 


即 结 论 对 4 成 立 ,归纳 步 又 完成 . 证 毕 . 

命题 4.18 É A= (aj) n BT F 对 称 方 阵 , 且 Y ;,j,a <a, OK 
严格 对 角 占 优 ), 则 r (AZ, 

证 明 据 定 理 4.16 知 ,4 是 可 实现 的 . 

设 B= (ba) C [0,1)>”>,B o p' =A, FIE man. f 

EKE B a= V C O Ab)= V bef RE {1,2， 
R L DETA 

# m<—a.J k skete hk 中 至 少 有 两 个 相同 E aLi ;< 
n) ,于 是 


r(A) < 十 二 


a, N a; =b, A bi, 


< V {ba A ba? 


El 2, e, 
一 0j，y 
此 与 a, <a; Aaf Et mn. 证 毕 . 
命题 4.19 设 
A Gil2 
Aiz az 


是 二 阶 可 实现 的 F IRIE, U r AOS, B rC A)= 1 的 充 要 条 件 
是 :az 一 an Naz. 
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:证明 ”由 定理 4.16 证 明 的 充分 性 部 份 可 知 ,>(4) 委 2. 


A= 


| (a,b), ab € [0,1]. 


于 是 ,aAa=ai,a Ab=az, b Ab=a. 故 
aa A a = a A b = aiz. 


反之 ,车 412 一 411 Aa, f 


e) 
易 见 ,B。B' =A. W r(A) =1. 证 毕 . 
众所周知 , 秩 是 矩阵 的 重要 数值 函数 , 它 与 矩 阵 的 许多 重要 性 
RAK. 现在 我 们 把 秩 的 概念 推广 到 矩阵 的 情形 . 
为 此 , 先 作 一 点 准备 ,以 下 [0,1]* 中 的 矩阵 称 为 4 维 玉 行 
向 量 , 0,11] 中 的 矩阵 称 为 m 维 F 到 向 量 ,并 常 记 为 7,= 
[0,1 P, y= [0,1]. 
R AE[O0,1], X= (21,2250 s2) € Vn, fü 
AX = Q Na A ars A A z), 
- 即 2X= 2 ° X, ri 3029 1X1 H F EE. 
定义 4.9 W W=(X,.X,.... X. EV M a È FT) 
X= NAX, A €T[041Ji = 1,2,.,m, 


称 为 F( 行 ) 向 量 组 W 的 线性 组 合 . 
Am E F P] ËL H UV, 中 每 个 向 量 都 是 W 的 线性 组 合 ， 
则 称 W iÈ U 的 生成 组 . 
例 4.8 在 V; 中 , 设 
X ,=(0.8,0.3),X,= (0. 4,0. 6), 
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Yi=(0.6,0.3),Y,=(0.5,0.6),Y |, =(0.8,0. 6). 
WX, XÆ Y YY HERH, AA 
Y, =0. 6X, +0. 3X2, 
Y,=0.5X,+ X;, 
Y,= X, +X 
定义 4.10 设 WEV., 如 果 YV X€ W,X 部 不 是 了 向量 组 WN\ 
{X} 的 线性 组 合 , 则 称 W 是 7 中 线性 无 关 的 向 量 组 ;否则 下 W 称 
为 线性 相关 的 向 量 组 ， 
例如 , 易 验 证 在 V, 中 , 例 4.8 的 {Xi,X2},{71,7 了 2, 了 3) 都 是 线 
HERR F 向 量 组 . 
注 ”由 此 可 见 ,与 通常 线 代 数 中 不 同 ;() 线 性 无 关 的 向量 
的 个 数 可 以 超过 向 量 的 维 数 ;( 沁 同一 7 向 量 组 的 线性 无 关 的 
生成 组 可 以 有 不 同 个 数 的 向 量 . 
定义 4.11 设 USV,, 如 果 适 合 : 
G) O=0., CU; 
G) X,,X,CU=>X,+X,CU; 
Gi) XEU,AE[0,1 ->AXEV, 
则 称 U Æ V, 的 子 空间 . 
易 见 ,V, 中 FF 向 量 组 W= {Xi,X;，,… ,Xa}) 的 所 有 线性 组 合 的 
向 量 的 集合 i 
(W) = (X= > "AX,|X, € W,) € [0,1]) 


是 7. 中 包含 W 的 最 小 子 空间 , 称 为 W 生成 的 子 空间 . 

现在 我 们 将 上 述 概 念 用 到 矩阵 上 来 . 

定义 4.12 Ü A= (a, ECO, JN 4 BJ F fr lJ Et 3p X, — 
Cai ya as) E V.,i=1,2,=-,m. H (X,, X... Xa) E BË BJ V. BB 
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子 空间 称 为 了 矩阵 4 的 行 室 间 , 记 为 R(4). 
命 
pA) = min{ W| |(W) = R(A)), 
其 中 |W| 表 示 向 量 组 W 的 基数 (W 是 有 限 集 即 所 含 严 向 量 的 个 
数 ). 我 们 称 p,C4) 为 5 矩阵 4 004535. 
类 似 可 定义 矩阵 4 的 列 空间 CC(4) 及 A 的 列 秩 
PCA) = min{ |W | | {W> = C(A)). 
进而 ,如 果 p- (A) = p. CA) =r , UER F E BEBJËE p(4) 为 7. 
例 4.9 设 
1 0.8 0 
0.8 07 0j, 
0.7 0.6 0 
则 易 见 ,p.《(4) 二 2,p,《4) 二 3( 后 者 证 明 的 方法 可 参见 命题 4. 20 ,或 
见 命题 4.21 后 的 注 ). 
可 见 ,F 矩阵 的 行 秩 与 列 秩 不 一 定 相 等 . 
命题 4.20 p (E, )=p(E,)=n. 
证 明 iZ 
 X,=(1,0,0,---,0), 
=(0,1,0,---.,0), 


A= 


X= (0,0,0,--.,1) 
E n: Br EN RE 及 的 正 行 向 量 组 , 按 定义 ， (X, Xas = X) 是 
REO H — ER, W pE) <n. 
现在 设 
Y i= (ga, Gi); 


Y,= (an, G>, ° etsan) 
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Y m= (G, + Gaz s "°° yama) 
是 RCE.) 的 生成 组 ,因而 AAKS) Yi, Y, Yn REAA, 
即 存在 w€ [0,1], 使 得 
X, 一 Kapi = 1,2,0, 
j=l : 


从 而 
(1,34 k = :, 
V (2; A aa} = = < 
ln .0, 34 k Z 


于 是 ,对 一 1, 存 在 s:1 科 = 委 wm ,使 得 = l, =1,B kE, 
a= 0 BF, 4 Y, =X. 

同 理 , Xs,… X.C (Y, ,YY }. 

故 mEn, p (及 ) =n. 

ATIE p- (E) =n. [或 因 E = E. ,# 

P(E) = p(B ) = pE) = n. ] 
证 毕 . 
命题 4.21 设 4=[0,1]"*',p,(4) 二 7.F 向 量 组 W= (X, , X;, 
X CRO E RC4) 的 生成 组 . W W 是 线性 无 关 的 向 量 组 . 

证 明 假设 WW 是 线性 相关 的 F 向 量 组 , 则 存在 XEW 是 
WN{X} 的 线性 组 合 . 于 是 ,(W\{X;}) 二 RC4)， TWNG) = 1, 此 
与 m(C4) =r FE. WEE. 

注 (1) 进一步 可 以 证 明 : 设 只 答 阵 4 的 行 向 量 组 W= 
{Xis X290 Xn) 如果 Xis X... , X OKM REER >r, X 
JE Xi, Ka 大 的 线性 组 合 , 则 p (=r. EHA F EREI EE 
的 重要 方法 之 一 . 

D 对 4 的 列 秩 有 类 似 于 命题 4 21 及 注 (1) 的 结论 . 
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现在 介绍 矩阵 的 另 一 种 秩 . 

定义 4.13 {X= (Etr, En) EVa 一 (人 JE 
则 

X oF = (zh z € [OLJE 

称 为 了 向 量 X 与 了 的 叉 积 , 

设 4E [50,1j"**, 则 称 

p.(A)=min{s|A= 2 x. ° Y, X, € V. YEV.) 
J F ERE A 的 沙 因 (Sehein) 秩 , 即 和 为 4 的 下 向 量 的 又 积 的 最 小 


个 数 . 
例如 , 因 
1 0.3 
一 | |- aos» e (1,0.3), 
0.5 0.3 
p (A)= 1. 


引 理 4. 22”A4E€ [0,1T**(4 关 0.x,) 是 F 向 量 的 叉 积 的 充 要 条 
IFE p.(4) 二 1= (A). 
证 明 只 证 行 秩 的 情形 . 
必要 性 . 设 4=X'。Y, 其 中 
X = rr TY = (yi ) 
即 
nAn np s z Av. 
zz Ay nAg * z A. 
z NY En A e r, Á v. 
记 {X oX Xati 4 的 了 行 向 量 组 , 且 不 妨 设 
Zí = max{risr ,Tn) € (0,1], 
M A, X= X i= 2,3,-:- ,m. kk o. CA)=1.. 
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-一 -一 " 


充分 性 . 设 P(A)= I ;不 妨 设 A 的 r ITERA X, X, >…: Xn? 
有 X= AX i=, Ol. 


则 
|， 
A= > ° Xi = (l, Apt, An) ° X.. 
Am 
#k A JÉ F R AR. UE tE. 
于 是 ,我 们 有 | 
命题 4 23 8 矩阵 4 的 沙 因 秩 p,(4) 是 其 和 为 4 的 , 秩 为 - 
的 矩阵 的 最 小 个 数 . 


下 面 的 定理 给 出 沙 因 秩 的 几何 意义 . 

定理 4.24 设 AEO], m 

G) pCA)<min(e,(A),o,(A)); 

GD pA) =min{ |W | |WSV,, RCA (W). 

证 明 G) Ë o (A)=r,S=1Yi Ya ,Y,)CRCOA RS = 
RCD). FIA H PITERA X..X,, s. Xn 是 六, 疡 ,的 线性 
组 合 , 即 存在 AC [0,1J,i=1,2,---,m,j=1,2,-. ,7, 使 得 

X, = MY, + ho 了 sz 十 … 十 和 了， 


从 而 
Aii Aiz Àir 
221. 2r 
A= ° Y, + ° Y, + ... + a Y. 
各 1 Am2? -. U 


故 lAr = p, (A). 
BBJPBER[TüE, o, CA)=< o, CA). 
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(ii) 设 S=(Y,,Y,,--: Y EV R(A)S (S) ,其 中 
k = min( |W| |W C V,,R(A) — (W)). 


IHOP HE, p. CAK. 


BAK =p ME A= 227 + C, JEE 
B; = Chijs bajs "tt ,bmnj) e V, C; € Va 


. 从 而 
bn biz bis 
bz bzs 
A = ° O, + ° C, + ... + ° c $ 
Dml Dm Dms 


于 是 ,对 4 的 f 行 向 量 组 Xis X250 Xm E 


X, = D>, Casi = 1,2,0 m. 


记 W= (0, ,C =, CEV NI 
RCA) S (W). 
故 ts 二 p,(4). 
Z pA) =min{ [W| IWCV.,R(A)C (W)). 
证 毕 . 
$ 同 理 可 证 
A (4) = min{ |W | |W C V,,,C(A) C (W>). 
现在 我 们 来 给 出 F kE BE ABU E IPE K P" Y W E E By 8 25. 
定义 4.14 设 4E[0,1]"“, 若 存在 BE [0,1]x”", 使 得 
Ae Be A= 4A, ` 
则 称 F kE EE AEUR, e BT. F ERE BIA ARALAR 
m). 
” 例 410 设 
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os 0 
A= ， 
0.4 0.4 


因 4= 4, 知 4 是 正则 的 且 4 是 4 的 G 道 ;同时 因 
0.3 | | | 0.3 Ulu: ,| 
p 0.4] lo.7 0.6 g , 


0.4 04 0.4 0.4 
N 5 0. "| 
B= 
0.7 0.6 
也 是 AKIGKA, EN F ERER G AREE. 
定理 4.25 设 4E[0,1j"”, 则 4 是 正则 的 充 要 条 件 是 存在 > 
Kr RRC 及 BE [0,1]*", 使 得 
A°C=A, B° A= C. 
证 明 充分 性 是 明显 的 (4 ° B° A= A). 
必要 性 . 设 4 是 正则 的 , 即 存在 BEL0,1 了 Tx", 使 得 4。B。4= 
4, 记 C 二 B。4E[0,1J*, 则 4。0=4. 故 条 件 成 立 .证 毕 . 
定理 的 意义 ,在 于 判别 矩阵 是 否 正 则 以 及 求 它 的 广义 道 矩 
阵 ,都 归结 于 解 相 应 的 了 关系 方程 (参见 Š 5). 
下 面 的 定理 进一步 给 出 判定 正则 性 及 计算 最 大 广义 逆 的 具体 
方法 . 
定理 4.26 设 4=(o)6 [0,1 Jl, P= da) E [0,1 JA 


知 


中 
du = A (asl <ar A ay), 
k= l,2,- n, = 1,2, m. 
MJ 4 是 正则 的 充 要 条 件 是 4. D。4 一 4; 且 此 时 ,D 是 4 的 最 
大 广义 道 ( 即 若 忆 是 4 的 任 一 广义 递 ,有 B<<D). 
证明” 充分 性 显然 , 现 证 必要 性 
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设 4 是 正则 的 , 则 存在 B= Ou) E [0,1 F, tE A e Be A= 


A, BIY tsj, 
tu =M LNV Ca A ba) ] A ay} 


=v" MV. {a A b, A üy}. 


于 是 ,VY k,l,a a, A bu N au. 
车 a; <a A wj 知 OKbu Ka; ,从 而 
bu SA {ay | a;; < du A G) = dus, 


故 BD, B. A=A ° B ° A<A ° D ° A. 


下 面 验证 4。D ° ASA. 
事实 上 , 记 C= (o) 一 4。D。4, 知 
Cij = V NAK A dn A a). 


TE ,V k,l, 
# ajaa N tijs 自然 有 
aj; Z as À au A aj; 
车 Qij lir A Qij» H 


A {aj |a; < Qir A ay} 9 


du = 


知 aa A du A ay Kiu Kai; 


故 cji 委 ci, 即 A ° D ° A< A. 
综 上 可 知 ,4。D。4 二 4, 且 可 见 D 是 正则 的 矩阵 4 的 最 大 


广义 逆 . 证 毕 . 
例 4.11 设 
0.5 0.5 0.3 


A= 10.4 0.4 0.3 


0.2 02 0.5 
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按 定理 4.26 P 的 定义 计算 ,得 到 


1 1 0.3 
0.2 02 -1 


(注意 到 A Q= 1). 

由 于 ,4。D。4==4, 故 4 是 正则 的 , 且 D 是 4 的 最 大 G 道 . 

本 节 最 后 ,我 们 引入 了 矩阵 的 不 变 式 这 一 重要 的 矩阵 函数 ， 
它 推广 了 分 明和 矩阵 代数 中 行列 式 的 概念 及 一 些 相 应 的 性 质 .f 矩 
阵 的 不 变 式 已 在 判断 了 矩阵 是 否 正则 ,简化 秩 的 计算 及 到 关系 方 
程 的 求解 等 方面 找到 它 的 应 用 . 

定义 4.15 W A= (a €[10,1]%>?,m<n, N] F EE EE 4 的 不 变 
式 定 义 为 

Per (A) = V C Aa. ), 

其 中 5 是 {1,2,…,m}) 到 {1,2,…,z} 的 全 体 单 射 的 集合 . 

例如 , 设 


则 Per(4) 一 0.1V0.2==0.2， f 
Per(B)= (0.4 A0.7)V (0.6 A0.5)=0. 5. 
根据 定义 ,容易 直接 验证 如 下 性 质 ， 
G) A=<B=>Per( A) <<Per(B); 
Gi) Per(A+-3)22max(Per(A),Per(B)); 
Gü) #rAC|[0,1P`Y , MUJ Per( 4: )= P, CA); 
Gi) 3 A= (jy) 是 4 阶 可 实现 的 F 对 称 方 阵 , 则 
Per(A) = A Gu， 


下 面 的 定理 是 关于 严 矩 阵 的 不 变 式 的 展开 式 定理 ,相应 于 年 
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阵 代 数 中 行列 式 的 拉 普 拉 斯 展开 式 定理 . 
设 4= (om)E[0,1]"x", 记 
Q, n= {a= (ay, qa s Ga.) | Saa, << ami, teh a, 
az, sa 皆 为 整数 . 
对 aE nns BE Qon E 4[a18] 为 所 选 定 的 4 的 行 a= (osm， 
e, a RAI B= (Pi,P,…,p.) 所 组 成 的 4 BD T E (r> s ÉQ F E 
BEAG OKRE 4 HJIT a 及 列 8 后 余下 的 行 , 列 所 组 成 的 4 的 
子 阵 Cm 一 ?7)X G@—s)ÉJ F FE EF). 
定理 4.27 设 4= (a) € [0 , 1" 2<m=<n. 则 
V a= (a s0253) E Q, m A 
Per(4) = s, (Per(A[a|8]) A Per (Alal DD). 


特别 ,对 ili 有 
Per(47 =V ta A Per( AG] j)). 
证 明 i p= spar BA E 9... IN 
Per(A[a|8]) A Per(ACa]g)) 
= Ey, í, Naa DJ A [ V š A aseo). 


PES, j= 


其 中 51 是 {ai,@z，…' A] o 0. BERERE, S 是 
{atio saa) B] Beite o A 80J2 KMWB r. Ho aAa), 
OE So €C S2 一 ,27 一 ?十 1 

这 里 ,to yo tt s dn} s (Aio Bos tto BOAT IEL 2em, (1 
2, ,n) BJ — AHER. 

于 是 , 因 S.S, 为 有 限 集 及 格 [0.1 的 分 配 性 ， 

Per(4) > Per(A[ a|8]) A Pert 4(i1p)). 
由 BE 9,.: 的 任意 性 ， 
Per (A) = M Perla 01 A PetKA(a|0))). 


118 模糊 数学 导论 ` 


另 一 方面 , 设 5 是 {1,2,…,m} 到 {1,2,… ,x) 的 全 体 单 射 的 集 
合 ,V o€58， 
Nwo = [N taap] A L A teap] 
其 中 {os… ;QQrt1,…… ,am) 是 {1,2,…,m} 的 一 个 排列 ,因此 ,存在 
BE 9,.K o, € S81,0:€ 5;, 使 得 
A aso, = LAN taap] A LA tened 
故 AA {Pertala ED) APer(A(a|0))) 
| Z V ( A"aso) =Per(A). 
综 上 可 知 , 我 们 有 
Per (4) 一 Peral D A Per(A(a|0))). 


证 毕 . 
$5 FRAJA 


”关系 方程 在 模糊 数学 的 理论 及 应 用 中 占有 重要 的 地 位 . 


关系 方程 一 般 有 两 种 类 型 
1. E%FDXZRCZ(XXY), S€ Z(XXZ),K P X: £ P 


€Z (Y<XZ) ,使 得 满足 方程 
Ro P 一 人. 
I. E%MFXEP€S(YXZ),SCZ(XXZ),3 F X: £ R 
€Z (XXY),lB SW E r 8: 
` Re P = S. 


容易 看 出 ,对 于 类 型 1 的 了 关系 方程 ,如 考虑 关系 的 逆 关 
系 ( 转 置 关 系 ), 有 
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P-L。B- = S~. 

于 是 ,对 已 知 的 关系 P-',S-!, 按 类 型 1 求解 关系 R, AMR 
H F X: R 因此 ,本 节 仅 讨论 类 型 1 的 关系 方程 的 求解 问题 . 

定义 5.1 WR€SZ(KXXY),8€ Z (XX2) ,我们 称 

P = {PE Z (Y x Z)|R ° P = S) 

3 FRAIER ° P—8S 的 解 集 . 

PAON, S ERER. 

G) MRP, OARAKECRRAKDO)P MF P'E F XX £ 
方程 R。P=5 的 最 大 解 (或 极 大 解 ) ; 

Gi) ”如 果 ( 多 ,三 ) 有 极 小 元 (或 最 小 元 )P, , 则 称 P. EE F X: 
系 方程 R。P 一 5S 的 极 小 解 ( 或 最 小 解 ). 

显然 , 当 P. P.C 2 ,p€.Z (YXZ) 适 合 

P, < P < P;, 

则 PEZ. 

当 论 域 是 有 限 集 时 ,F 关系 方程 即 为 矩阵 方程 。 

设 A= (a) € C0, 1], B= (ba) E [0,1 P, K F E X= 
(za)EF50,1]x… 使 得 

Ac X=B. 

EWA AR FERETE X e A=B. ) 

下 面 的 定理 是 本 节 的 基本 定理 之 一 . 

定理 5.1 R€ S (KXXY),SC Z (XX). f P' € Z (Yx 
Z),V (G) € YX Z, 

P*(y,2) = A:ex(SG,z)|SGz,z) < RGz,z)) , 

QAQ =1 M| F X yE R ° P= S 的 解 集 2 @ ñ 363 3⁄2 
E P'E P, HIER} P'E R° p=S 的 最 大 解 . 

证 明 条 件 的 充分 性 是 明显 的 , 现 证 必要 性 . 
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R 多 关 名 , 即 有 PE (Y XZ), EE R° P=S. FEV (z,z) 
EXXZ, 
Vser [RGz)9) A Ply,2)] = SG,2), 
因而 ,VY yEY,RCz,y) APU, DSa, 从 而 ,VY z€ X, € Y, € 
Z, Æ kle, y)>Sla,2), H P(y,2 SSSGz,z) hr f 
P(#,z) S A. (SG,z)|SG,z) < RG(z,z)) =P* (y,2). 
即 P&P*. 
另 一 方面 ,V EX, yE EZ, 
E RG ,y)S<SG ,2) 8 
x O Ræ) À P*O) S SGr,2); 
若 kla, y> Ssa, , 有 l 
R(z,7) A P? Gz) <P* (g,z) 
= A.ex(S(u,z)|SGu,z) < ROu,y)) 
=< S (z,z). 
于 是 ,VY G,z2)€ XXZ 
Vver[Rz,y) A P* (y,2)] SS(z,2), 
BI R o p* <S. H 
s= R° P< R°: P < S, 
LR ° P* = 8. 
W PEP H PER P=8 的 最 大 解 .证 毕 . 
注 ”定理 给 出 关系 方程 和 解 的 判定 方程 , 且 在 有 解 时 , 求 
出 其 最 大 解 . 
推论 5.2 Ü A= (a,)€ [0, 1J, B= G €C [0, 1), Wi F 
EENT 4。 X=B 有 和 解 的 充 要 条 件 是 4。 =B, Hp X= (za) € 
[0.1] V j=1,2, nk= | ,2 ,8, I 
s= A. {belbs < ay); 


i= 1,22, m 
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Bit X E 4° X= B WB ACR. 证 毕 ， 
例 5.1 设 X=Y=Z=| 0.2 ],#f 


R(x,y) = 1 r€ X, y € Y, 
SG ,z) = =, z € X,z € Z. 


求证 下 关系 方程 RB。P=S 有 解 ,并 求 出 其 最 大 解 . 
解 首先 , 按 P* 的 定义 ,V yEY,zEZ， 


P*(y,2) = Mex{(S(r,z)|S(r,2) < R(r,y)}, 
n z 


T SG, z) <RG 0 后 LHE SLL. 
故 
A (le X), s0<:. < <>, 
P* (g, z) = 
1, 4 0 < z< z< 2, 
二 34 0 < z < z < 2, 
l, > 0 < z < z < 2. 


其 次 ,验证 R。P*==S.Y G,z)€ XX Z, 
VyerLR(z,y) A P* (y,z)] 


=[ v EH nt DIVE Y E AD] 


0<:<y<2 <2 


— 2 7 z+ 
-CYA VL Ma 4 1 
_ z z+¿z _zr +š 

— 4 4 4 
=&S(z,z). 


于 是 ,由 定理 5. 1 H.R. P=S 有 和 解 ,是 P'* 为 其 最 大 解 . 
S 例 5.2 判断 矩阵 方程 
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0.3 0.2 0 


ti 0. 2 
05 0 06|° |z] = 10.4 
0.2 0.2 0.1 T3 0.2 


, 


(1) X,= >» X,= 


是 否 有 解 ? 并 在 有 解 时 求 出 最 大 解 . 
RO E= 人 -ss(55<as) 一 1,2,3, 知 五 一 0.2 人 0.4 一 
0.2,;,= A @= ,z;,=0. 4, i 
0.3 02 0 0.2 0.2 
05 0 串 中 
0.2 0.2 0.1 0.4 0.2 
BUR F EB JEE K.H X= (0. 2,1,0. 4)' ,是 最 大 解 . 
$ 对 例 5.2 的 矩阵 方程 ,进一步 容易 验证 : 
0.2 0 
0 0.2 
0.4 
也 是 矩阵 方程 的 解 ， . 
(2) Xi,X 均 是 方程 的 极 小 解 (因而 方程 无 最 小 解 ). 
事实 上 , 设 


PA 0.2 
X= |z] < ! 0 f, 
zs 0.4 
知 zz 一 0,z 委 0.2,zs< 和 0.4 且 其 中 至 少 有 一 个 不 等 号 成 立 . TN 34 z, 


<0. 2 时 ,有 
(0.3 A z) V (0.2 A 0) V (0 A z.) < 0.2, 
34 z, <0. 4 Bf ,# | 
(0.5 Az) V (0 A 0) V (0.6 A zs) < 0. 4. 
故 X 不 是 矩阵 方程 的 解 , 即 X, 是 极 小 解 . 


第 二 章 ”模糊 关系 与 模糊 矩阵 123 


EE, X, 是 极 小 解 . 
从 定理 5.1 8,34 FRANE R ° P= S 的 解 集 2= @ ,2 总 
有 最 大 解 . 为 了 求 出 R. P— S 的 解 集 ,如 果 能 够 求 出 P 的 最 小 元 
P. (R ° P=S 的 最 小 解 ), 则 j 
P = (P€ .%G( X Z)|P, < P < P*). 
然而 ,一 般 情况 下 P 无 最 小 元 (参见 例 5. 2 后 的 注 ). 因此 ,我 们 党 
常 转 而 求 P 的 一 切 极 小 元 (&。P 一 8 的 极 小 解 ). 下 面 我 们 来 考虑 
ARRE r AAE e 矩阵 方程 ) 的 解 集 的 求法 . 
设 和 矩阵 方程 4。 针 =B, 其 中 4 二 (ai)nx,，,B 二 《ba)nx: 为 已 知 
F RE, X= G). IRA F RE. 
i X BJ F IARAX XXe XB ËJ F AERAN B, 
B,,… ,B,, 则 
A» X = BoA° X, = Bk = 1,2,.,8. 
换言之 ,求解 一 般 的 矩阵 方程 4。X=B 可 代 归 于 求解 若干 个 下 


述 形式 的 简单 矩阵 方程 组 成 的 方程 组 : 
Gu Go * Ar Tı b, 
421 Go az | T2 b; 


e=neeeeeoos....... 


Ami Am eS Am T, bn 

因此 ,本 节 下 面 仅 讨论 这 种 简单 矩阵 方程 的 求解 问题 . 为 此 ,以 
下 普通 设 F £a A= (qi)nxr B= (b), X= (z;),x: 

命 


T2 


"其 中 Z; = A. {b; |b; < dij} sj = 1,2,* n. 
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(约定 和 名 ==1) 由 推论 5.2,F 矩阵 方程 4。 X=B 有 解 的 充 要 条 件 
是 4。 叉 =B, 且 此 时 ,XX 是 方程 的 最 大 解 . 

下 面 的 定理 是 本 节 的 另 一 个 基本 定理 . 

定理 5.3 FERNE A. X=B,X= (G.E... Z.) 等 如 前 
述 . 对 i=1,2,…,m, 记 

S, = (s € {1.2,°%°,n) au, A z, = b), 

及 S= {8= (S1 p825 s Sa) |S E Siu i= l, 2 

G) 4° X=B 有 人 解 的 充 要 条 件 是 S 关 名 ; 

GD #S@,V s 一 (ss)ES， 命 
X= ap 2, | 

Rh a= V (hls= jhj = 12, 

(注意 V 名 二 中 则 A.: X—B 的 解 集 为 

P= U (X= (zu ) |X.< X< X). 

证 明 G) 必要 性 . 设 F 和 矩阵 方程 4。 X=B 有 和 解 ,由 推论 5. 
2,4°。 X=B, BY i=1,2,.….,m, 

V ji al; A z;) = bi 

于 是 ,Yi 存在 sE (1,2,%… ,7) saw A T =b. fü s= (si,sz. "t ,Sn)， 
则 sES, 故 3 天 他 . 

充分 性 . 设 8S 关 如 ,有 s= 二 (s1,s2,… s.) € S. H S 的 定义 ,VY i= 
1,2, m, %4 jE 65; 时 ,qj A z;=b,, A M 

V sr alay A T E bs 

即 A ° XB. 

另 一 方面 ,由 的 定义 易 知 (参见 定理 5. 1 证 明 的 必要 性 部 
分 ),4。 叉 SB. 故 4。 久 =8, 因 此 ,fF 和 矩阵 方程 4。 X=B 有 和 解 . 

G) W SZ@,B GO PAD. R 
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z, 
是 4。X=8B 的 任意 解 , 知 X<<X, 且 A. X=B. 于 是 ,V IKK, 
存在 sE {1,2,… n) ,使 得 
bi = a, À z, Eas N z, < b, 
从 而 a, Az. =b, 8 s€ Sis S= (es, s.s, )€ S. BV jE (1,2,-=, 
n}, 
车 存在 s= j NM r= r Zb, H 
zj È V ieem tbi |s: = j) = $i 
车 不 存在 s= j A rar. 
因此 , X.X. 故 | 
P S U (X = Gr, zo) |X, < X < X). 
反 过 来 , 设 X= Gr z) ,对 s= (81,823 Sn) € 8 856 
X,<X<X,H X, 的 定义 ,VY i; 1<;i<m, 
V =a, a Las; A zi] Za, A E, 
=a, A Cu V ols = s)) 


=bi, 
即 4。X,. 之 B. 于 是 
B< AX. < A° X< 4° X = B, 
Ék A X,=B,A ° X=B. H s 的 任意 性 ， 
U.es(X = (zist | < X < X) C 2. 
总 之 


P = U.es (X = (CSEE ZTEI z.) |X, < X < Xy. 
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E 设 58 承包 ,我 们 称 X,(s€ 5) 为 矩阵 方程 4。X=B 对 应 
于 的 拟 极 小 解 . 

定理 5.3 给 出 矩阵 方程 4。X=8 的 求解 方法 , 现 将 其 求解 
序列 成 如 下 表格 ,按说 明 要 求 逐 次 填写 . 


TE Ig OT, 
表 ! 
Z, r z 


说 明 O 比较 4 的 第 i 行 元素 a 与 5, 若 yb WER I 
的 第 i; 行 ; 列 处 (以 下 称 为 G, 让 处 ) 填 写 b BIU G, DAE M R 
室 白 ,一 1,2，… ,m. f 

D HR 工 各 列 的 最 小 值 写 在 相应 列 的 下 面 , 即 为 互 ,7 一 1， 
2,… ,ns 从 而 得 到 中 = (a sira). | 

(3》 再 次 比较 4 的 第 : 行 元 素 oj 与 bis E oi 二 5, 则 在 表 I 原 
空白 (让 处 , 填 上 ,i 二 1,2,… ,mm 

(4) 将 表 I 中 第 j 列 的 元 素 与 同 列 的 比较 , 删 去 大 于 忆 
者 ,i 二 1,2,*… n. f 

此 时 可 知 ,P 矩阵 方程 e X=B 有 解 号 表 1 中 各 行 都 至 少 有 
一 个 非 空白 元 素 ( 即 定理 5.3 中 SAD, i=1,2, m). 

(5) ”如果 4。X=B ARER 1 的 各 行 任 取 一 个 元 素 ,然后 
按 列 求 出 其 最 大 值 (注意 V 必 = 0)z, 填 入 表 工 的 第 p|. j= 1,2, 
e yn. 则 得 一 个 拟 极 小 解 

X, = (rr Eget T N . 


因为 S, 是 表 1 中 第 i 行 非 空白 元 素 所 在 的 列 脚 标的 集合 ， 
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k= |8,| , 则 拟 极 小 解 的 个 数 为 
[S| = ki X k; X + X ka 
(6) 对 表 工 中 的 全 体 拟 极 小 解 进行 筛选 (参见 例 5. 3) ,保留 
互 不 包含 者 ,就 能 得 到 全 体 极 小 解 . 
(7) 根据 定理 5.3, 写 出 解 集 Z2. 
例 5.3 求解 例 5.2 中 的 矩阵 方程 


03 02 0 | Tl 0.2 
05 0 06e lx:|= [0.4 
0.2 -0.2 0.1) zs 0.2 
E ”列表 如 下 : 
Tı To T3 
0. 2 0.2 
# 1 0.4 0.4 
0.2 0.2 


0.2 1 0.4 
《0. 2 0.2 0. 4) 


0 0.2 0.4 
《0. 2 0. 2 0. 4) 

f (1) Ha h ER, A aa=0.3>0.2,3HES IHA, Ah 
填写 0.2 , 同 理 , 在 (2,1),(2,3) 处 填写 0. 4, 其 余 暂 留 空白 . 

Q) 求 出 表 了 中 各 列 最 小 值 写 在 相应 列 下 面 , 即 分 别 为 z, = 
0.2,z,=1,zÍ =0. 4( 比 较 例 5. 2 的 结果 ). 

G) 再 将 or 与 所 比较 , 因 aa =0.2=b,as=ag=0.2=8,8%8 
ER I 中 (1,2),(3,1),(3,2) 处 均 填 上 0.2. 

(4) ” 删 去 表 了 中 (2,1) 处 的 0.4, 因 为 它 大 于 z=0.2. 此 时 ， 
“ 表 工 中 各 行 尼 有 非 空 白 元 素 ， BUR T ERE A EA M» X=(0.2,1, 
0.4) 是 其 最 大 解 . 
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O 在 表 1/ 中 各 行 任 取 一 个 元 素 ( 共 有 2X1X2=4 种 取 
法 ) , 接 列 求 其 最 大 值 , 得 到 全 体 拟 极 小 解 , 填 入 表 工 ,得 


0.2) [0.2 0) (0.2 
0.2], | 0 1,|0.21,10.21. 
0.4J (0.4) (0.4) 10.4 
(6) 经 过 筛选 ,显然 互 不 包含 的 拟 极 小 解 为 
0.2 0 
0 | 0.2 | (参见 例 5. 2 后 的 注 ). 
0.4] 0.4 
@ E 
0.2 zı) [0.2 0.2 
区 = (X = i 0 |< X < 中 
0.4 z) (0.4 0.4 
[0,0. 2] zi 0 0. 2 
L0. 2,1]| = (X = "| 0.2| 达 XQ|1 |). 
0.4 zs) (0.4 0.4 
WIR F EENEN 88 E 
0.2 [0,0. 2] 
2 = |[0,1]|IU san) 
(oa 0. 4 
$6 FE 


众所周知 ,图 论 是 数学 中 一 门 应 用 广泛 的 学 科 . 本 节 介绍 的 
图 是 模糊 数学 与 图 论 形成 的 新 分 支 的 一 些 最 基本 的 概念 ,包括 F 
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EI, F RL, F 82 K tE pk 125. 
首先 叙述 通常 图 论 的 一 些 术语 . 
定义 6.1 G=《y,B) 称 为 一 个 图 ,其 中 V= (n, y) E dE 
空 有 限 集 ,F 的 元 素 称 为 图 6 的 顶点 ;8= {ei ,ez,…e,) 是 非 空 有 限 
e = {v| Sij Kn}, k = 1,2,.,m, 
称 为 图 G HID, o. so; 称 为 边 e, 的 端点 ,也 称 边 e, 连接 顶点 ww 
例 6.1 设 G=《(V,E), 其 中 


V = {12 bs bas), 


E = (e: s 2 > @3 s @4 +.@5 ses) , 


这 里 ， ei = {vi V1 } s2 = {V1 V2} se3 = (v2 ,03), 


e= {V301} ,85 = {U2 V4 } es 一 {02305}. 


G 可 以 直观 表示 为 图 2. 1. 


图 2.1 
注 ”定义 6. 1 中 的 图 常 称 为 有 限 ,无 向 图 ,如 对 图 G 的 每 一 条 
边 的 端点 指定 一 个 次 序 , 则 图 G 称 为 有 向 图 
定义 6.2 (1) iG = (V,,B.),G,= V, E o RER, ME V, 
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CV i EE s JIP G, 是 G, 的 子 图 . 

CC) 图 G==(V,8B) 中 依次 连接 着 干 个 顶点 的 边 的 序列 {0 ， 
bal lna b. Ü (n. 5.) 5 2 G 的 一 条 道路 , 常 记 为 Logo 
v , Jt rh, , 必 称 为 道路 的 端点 . 特别, 如果 四 王国 ,这 条 道路 称 为 
6 的 一 条 回路 . 

如 例 6. 1 中 ,Zoozyoayoyoayos) 是 G 的 道路 ,而 工 (ozyosyoi， 
n) E: G 的 回路 . 

D 图 6 一 人 ,及 称 为 连通 图 ,如 果 G 中 任何 两 个 不 同 的 顶 
点 ,都 存在 以 这 两 个 点 为 端点 的 道路 . 

如 例 6. 1 的 图 G 是 连通 图 . 

(4) 不 包含 回路 的 连通 图 称 为 树 . 

如 例 6. 1 的 图 G 不 是 树 , 其 中 的 子 图 G = (7;,B): 

Vi=V= {v0 ,0 bs y ti Ds) s 
E 一 (ez, esse4ses) 


是 树 ( 参 见 图 2. 2). 


0. 6/v3 0. 2/v4 


图 2.2 
设 G 是 连通 图 ,但 不 是 树 ,而 去 掉 其 中 若干 条 边 所 得 的 子 图 
Gi 是 树 , 则 称 树 C, 是 图 G 的 生成 树 
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如 图 2. 2 表示 的 树 是 图 2. 1 表示 的 图 的 生成 树 . 

现在 我 们 转向 介绍 图 F 的 概念 . 

定义 6.3 RCSF, E ER. G= pR e EÉ F K, 
如 果 

Vil -> 0.1], 
E:E -> (0.1], 
适合 V e= jr) EB, 
Ele) < V(>.) A YOE). 
此 时 , 称 图 C E F E] Ç 的 基础 图 . 

特别 ,如 下 集 忆 忍 的 隶属 度 恒 等 于 1; 则 地 图 G 即 为 普通 图 
G. z- 

以 下 我 们 把 图 G 中 的 顶点 , 边 , 8 P$ , EE SERA F |8] G 的 
顶点 , 边 ,道路 ,回路 等 . 例如 G 的 顶点 集 , 边 集 分 别 为 +) 一 1!， 
已 (G) 一 已 

例 6.2 j= (V.E 6. 1. £i 

K = 1/m #0. F/m + 0.626 + 0. 2/r, + 0.9/0,. 
E = 0. 8/e, + 0..6/e; + 0. 6/e3 + 0. 1/e, + 0.1/es + 0.4/e, 
容易 验证 ,G 中 每 条 边 上 的 隶属 度 ( 称 为 权 数 ) 不 超过 任 一 端点 的 
隶属 度 ( 也 称 权 数 ) 故 0 一 01 .和 是 上 图 .是 6 的 基础 图 . (参见 


~ 9 K 
图 2. 3) @ 
1/8) 
0.9/mrs 


` 0.4 
0.6 i 


~ 
0. 5⁄ NG! 
x ` 
L 01 ~ 
Ea | Ü. 274 
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F 图 与 对 称 的 关系 (因而 与 7 对称 方 阵 ) 有 和 密切 的 联系 . 
W c=, G= V.E) LR F El. R REKCVXTV), 使 得 
V z,z€ V. 
Ele) 34 r,y) = e € E, 


R(x,y) = < 
. 0 H (ry) € E, 
则 EB 是 VV 上 对 称 的 关系 . 
反之 , 设 V 为 非 空 有 限 集 , RE. (V xV) V 上 对 称 的 F X 
#, RZ @. fü 


R = {e = (zy}lzy € V.,RG,y) > 0), 
则 6@= ,人 是 图 C= 人 ,本 上 的 了 图 ,其 中 
Va =1,V rEV, + 
ECe)=R(2,y), Y e= z,z) € E. 

下 面 的 定理 表明 ,定义 6.3 中 要 求 图 的 边 的 权 数 不 超过 其 
任 一 端点 的 权 数 是 自然 的 ， 

定理 6.1 设 6=《V,B) 是 图 ， 

VV > 0,1], E:E —> (0, 1]. . 
BM G= (VY,8) 是 G 上 的 图 的 充 要 条 件 是 ,VYV AE [50,4* ] ,Gi 二 《Vi， 
B;) 是 G 的 子 图 ,其 中 4* =r) leE E), K E A| F E V.E 
的 2 截 集 , 即 
V,=(z€V|VG(:)2>4)Cr, 
p= [e€ E| B(e)2>22)C B. 

证 明 必要 性 . 设 C 是 产 图 ,2E [0,2" JHI F.ZQ@.V e= {zry} 
€ E, # ILEOEDD AVG). FEVE SAB z, r€ 
Va 故 G. = (V, , E.y RE G AI PIN. 

充分 性 . 设 YV 2E [0,4' .6; 是 6 的 子 图 ,和 欲 证 4 是 图 ,只 须 
验证 Ye 二 {x,y) € E, 
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Ble)<rV (a) AY Cy). 
事实 上 , 若 存 在 eo 二 {zo.90) EE, 而 
Eleo) >Y Cao) AV Go), 
w m= [Y GO) AK HEC], $n 
Vlzo) NYG LU Ele. 
由 假设 G. = (V. E. D E G TE E eo E E. s DA T > £0590 € V, L RE 
Y (20) E Ao. V (go) S20. HEE V (aa) AV Ga) <ho 矛盾 .证 毕 . 
$ “定理 6.1 中 6 的 子 图 GS V EDWIN F É] G BJ À 348 
图 . 特别 G= (Va, Eo E F 图 G8 的 基础 图 G. 
现在 我 们 把 普通 图 的 子 图 ,连通 图 , 树 , 生 成 树 等 概念 推广 到 
F 图 的 情形 . 
定义 6.4 RGS, E), G= V ED TER G, = V, 
Ei) Ga= (V2, E) EHI F E. G; RA G BJ F El , 31 8 G, JE G, 的 
子 图 , 且 Y z€ V;,e€ E, A 
V.Ga2) < V, G) , E, (e) < B). (e). 
定义 6.5 RG=V, DER c= V,E) LH F Bd. 
d) # L= Lti pn p, EG 中 的 道路 , 则 称 
SA) = AiE Ue e) € (0,1] 
为 道路 工 的 7 连通 强度 ， 
Y z,y€ V ,z>Sy , WPK 
S(x,y) = V (S(L)|L € L(z,z)) 
为 顶点 *,y ZHR F ERR, RF LG DEE Ç 中 以 z,y 为 端 
点 的 所 有 道路 的 集合 . 
特别 ,如 LG = @ ,S(x,y) 二 0. 
(2) 若 4 是 连通 图 , 则 Ç 称 为 连通 了 图 . 
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(3) 车 G 是 树 , 则 G 称 为 BJ. 

l 进而 , 设 和 & EEA F E Ç 8) F PER T 的 基础 图 7 是 图 G 
的 生成 树 , 则 称 7 了 是 8 的 生成 树 . 

以 下 记 X(C) 为 8 的 所 有 生成 树 的 集合 

(4) R G= Y.E EEA F RT" EX(G) 称 为 G 的 7 最 大 生 
“成 树 ,如 果 Y TETO H 


DEOS D Ee, 


e€ ER e€E BT*) 


BI F 生成 树 全 中 各 边 的 权 数 总 和 不 超过 了 T* 中 各 边 的 权 数 总 和 . 
例 6.3 REM FE G=, pP mE 2. 4a), Bi 
V=0.7/v +0. 5/v2+0. 9/0: +0. 5/04, 
E=0. 5/ {v10} +0. 2/1n 0) +0. 3/ {v30} +0. 2/{v1, 
va} +0. 3/ {02304}. 


0. 7/v ` 0.2 0. 5/24 
0.5 0.3 
0. 5/v2 ` 0.9. 
(a) (b) 
图 24 


- 则 易 见 ,2 —=<V ,BE* >H Ç ËJ F EK E pu OL 图 2. 4G@)),38:h 
B' = 0.5/{v1502) + 0.3/(,5) + 0.3/(06,50. 
注 “在 考虑 连通 了 图 的 卫生 成 树 ， F 最 大 生成 树 时 ， 我 们 不 妨 
作 如 下 很 定 : 设 6 一 ,8 是 图 G 一 人 ,四 上 的 连通 图 ， — 
《1) 因 & 的 下 生成 树 和 的 顶点 集 相 同 ， 且 不 涉及 顶点 处 的 
权 数 ,可 设防 二 1( 即 Y zEy,(z) 一 1); 
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(2) TET(G),Y eEB(T),T 与 《在 边 e 上 的 权 数 相同 . 

因此 ,常用 集 召 |B(T) 来 表达 生成 树 ，. 

例如 , 例 6. 3 中 GG 的 最 大 生成 树 可 记 为 

T' = 0.5/{v,02) + 0.3/{v2,04) + 0.3/{vs,04). 

下 面 的 定理 将 给 出 图 的 最 大 生成 树 的 特征 . 事实 上 , 根 
据 图 的 有 限 性 ,不 难看 出 ,连通 7 图 的 最 大 生成 树 入 总 是 存在 
的 ,而 且 因 图 中 无 回路 ,任何 两 个 不 同 的 顶点 在 7* 中 有 唯一 的 一 
条 道路 连接 ,此 道路 的 连通 强度 应 当 等 于 《 中 此 两 点 的 连通 
强度 , 即 下 面 定理 . f 

定理 6.2 设 YEYZ(9) 是 连通 亚 图 G= (V, EB F ERB, WI 
7 是 8 的 最 大 生成 树 的 充 要 条 件 是 ,VY rz,yE V An fE T 中 存 
在 以 zx,y 为 端点 的 道路 二 ,使 得 

S(x,y) = SCL). 

证 明 DETE it T 是 G 的 己 最 大 生成 树 ,V ry € V zv, M 
#E T 中 存在 唯一 的 以 z,y ARARE L= Lo, ,2v,) ,其 中 
Vo =X, v =Y, E e, = {viiv} i= 1,22, ,8, 3 i Kis, SL) 
E(e;). I 

TRS, yS). FE SG y) =S). 

FREE SG, DSU), WE G 中 存在 另 一 条 以 r,y HA 
点 的 道路 5 = L (u or yo ) ,其 中 zo! =y, i e = 
- (2 w j=l, 2k, B L 适合 

S(z,y) = S(L' ). 
于 是 ,SC >S(L)= E(e), SNI L RBH e J. F Ek K E 3 T 
中 去 掉 e, 后 ,得 到 两 个 互 不 相连 通 的 部 份 , 即 
T — e, = T® 47, z€ VO) y € VY, 

而 TY STHA F 树 . . Š 
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E L Æ rR y 的 道路 ,在 中 存在 6;, 其 端点 分 别 在 TY ,72 
中 ,使 得 用 边 o 将 玉树 7T9,T 忠 相连 接 , 于 是 ,得 到 生成 树 
T' = (T — ei) +e; 9 


因而 EG YSS )>-E(e) , 
2) 8(e)> 2 Ele), 
e€ 如 (下 > e€ ECT) 
此 与 7 是 《的 7 最 大 生成 树 蔬 盾 . 


C SCr,y) 二 SC(L). 

充分 性 . 设 TET(G) 适 合 定理 条 件 , 取 T'* 为 G 的 F 最 大 生成 
BL 若 T` ,我们 来 证 明 7 也 是 8 的 5 最 大 生成 树 . 

为 此 , 设 。={z,y} 是 T* 中 而 不 在 中 的 边 , 因 7* 是 最 大 生 
成 树 ,根据 定理 的 必要 性 部 份 ， 

SCz,y) = Ble). 

依 假设 ,2 中 存在 以 z,y 为 端点 的 唯一 道路 二 ,使 得 S(L) = S 
(zx,y)=E(e). 

类 似 于 定理 的 必要 性 证 明 , 我 们 从 7' 中 去 掉 边 。,7* 一 e= 
T +T EVO) EVD), T TO, TORERE F B. 
因 工 是 连接 x,y 的 道路 , 则 在 工 中 存在 边 e ,其 端点 分 别 在 To, 
Ye 中 ,用 边 e 将 玉树 Zo ,72 相 连接, 得 到 严 生 成 树 

T = (7T*—e)++e. 

由 于 8(e' ) 守 5S([)==B(e), 故 VD 也 是 G 的 了 最 大 生成 树 . 

照 上 述 方法 ,可 将 7* 中 不 在 7 中 的 边 都 去 掉 , 换 上 7 中 的 边 ， 
故 了 也 是 8 的 F 最 大 生成 树 .证 毕 . 

注 ”定理 表明 ,连通 图 的 最 大 生成 树 不 一 定 是 唯一 的 . 
然而 ,任意 两 个 不 同 顶 点 之 间 的 7 连通 强度 与 7 最 大 生成 树 的 选 
取 无 关 , 且 对 最 大 生成 树 7”， 
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>，8(Ce) 


是 一 个 常 值 . | 

最 后 ,我 们 用 下 面具 体 的 例子 来 说 明 如 何 求 连通 图 的 了 最 
大 生成 树 . 

例 6.4 设 连通 图 G=(V,) 如 图 2.5(a), 求 G 的 最 大 生 


(a) 


图 2.5 
R: 在 6 中 任 取 一 回路 ,如 Zoo)，, 因 
及 (tplypz)) 安 有 (oz zs)) A Bllvs,v1)), f 
可 删 去 边 {w ,om}# 再 取 回路 5(ovmywvm), 同 理 ,可 删 去 边 {w ， 
vs) ; 照 此 方法 删 去 回路 相应 的 权 数 最 小 的 边 , 使 得 7 图 仍 连通 , 直 
到 无 回路 ,最 后 得 到 4G 的 了 最 大 生成 树 T*( 见 图 2. 5C2)) 
T* = 0.6/{v2,v3) + 0. 7/{r3,01} + 0.8/{v105) + 0.3/ {v1, v4). 
易 见 ，S(w1,v;)= 二 0. 3A0.7A0.6=0.3, 
Swa, vs) =0. 6 A0.7 A0. 8=0.6, 


2) Ee) = 0.3 + 0.6 + 0.7 + 0.8 = 2. 4. 


e€ BCT”) 
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第 三 章 ”模糊 映射 
与 扩张 原理 


扩张 原理 是 模糊 数学 的 基本 原理 之 一 . 本 章 首先 介绍 Zadeh 
扩张 原理 ;然后 再 从 基本 模糊 点 概念 出 发 ,引入 点 式 模糊 映射 的 定 
义 , 并 讨论 其 构造 和 性 质 , 证 明 在 此 框架 下 的 扩张 定理 ;最 后 讨论 
模糊 变换 与 序 同 态 及 其 可 生成 性 . 


S1 Zadeh 扩张 原理 


Zadeh 扩张 原理 讨论 的 是 如 何 由 两 个 集合 之 间 的 一 个 普通 
(点 式 ) 映 射 产生 下 集 的 像 与 逆 像 ， | 

设 X 与 了 是 两 个 非 空 集合 ,f;X-> 了 是 从 和 到 了 的 映射 众 所 
Am, FE AERX) BEY), H fE fa 
IR f-1(8) 分 别 界定 为 

SA) A (Fœ) |r € A), 
f (B) A (z € X|fG) € B). 

我 们 自然 要 问 ,对 于 LF $ë AEL SBEL. iH f PStEB) A fJ 

IR IAD B HRR f CON AA E RE E? 


第 三 章 ”模糊 映射 与 扩张 原理 139 


定义 1. 1(Zadeh 扩张 原理 ) 设 f 是 X 到 了 的 映射 ,是 完备 
格 ,最 大 元 为 1, 最 小 元 为 0. i 


DIFE AEL, RE f 
: ( V AG), T'O) = Ø 
FOA) CY) 一 《7 
\0 fi(y) = @. 


显然 (4)ED, 且 称 f(4) 为 4 的 像 
(2) 对 于 任何 BE LL. 界定 
F'(B) (z) = BG), VzEX, 
显然 SIBEL, HIK FTCA B 0348. 
WA,A.A,C L, (A tE TC L*, B, B, BELI, {B t€ T)C 
,不 难 证 明 下 列 性 质 ， 
性 质 1 Ë ASAN f CA < A), 
性 质 2 SVAD = V FAD, 
FAD SAf(42: 
性 质 3 £ B, < Bas W f) < fæ); 
性 质 4 OVB =V f''(B), 
f''CAB) = Af B); 
性 质 5 A< f C (A) 且 当 了 :X- 一 了 为 单 射 时 ,7J-:Cf(C4)] = 


性 质 6 BIGE HAAF: XY WAR, f(f -1(B)) 一 
B; 


I 


性 质 7 如 果 工 还 具有 逆序 对 合 对 应 ', MJ O) 
Cf (By l . 
定理 1.1 (扩张 定理 1， XTE XPF ARL 
完备 格 , 则 对 于 任何 AEL BEL, H 


am 
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(D) FA) = VAAD; 

(2) fB) = V Af B). 

证 明 〈1) 如 果 yET, 当 六 :天 人 时 ， 
CNV ASADI) = V G A Krap GD 


= V {ajla € L,y € f(A,.)) 
= VV (|, € L,r € A 


= V CV (ala < AG))3 


z€ f (Q) 


= V AG) 


zef! 
=f(4) Q). 
当 fiy) =R, ARC V AFADI G) =0=f(A) (y). 
《2) 对 于 任何 z€ X, 
CY (B,)J)(z) =V A Xr) Cz)] 
= V {lA € L,z € f1(B,)) 
= V t212 e L ,fG) E B.) 
= V (22 < B(fGD2) 
=B(f(z)2) 
=f} (B) (z). 
证 毕 . 
定理 1.2 (扩张 定理 1) 设 f:X->7Y 是 到 了 的 映射 ,是 
稠密 的 完备 格 . 则 对 于 任何 4E L*,BE p ,有 
a) fA = V ASA; 
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D FB) = VAB. 
证 明 O 仿照 定理 1. 1 的 推 证 ,再 由 工 的 稠密 性 ,得 
CV AFADI = V_ CV AJA < AG) 


= V AG)= f(A) G) 


:Ef A) 
(JE V + =0). 
@ 

DD AATA 
CV AP DIG) = V {4|4< BCf(z)3) = BCJ (z)) = f! (B) (2). 
证 毕 . 

由 定理 1. 1 与 定理 1. 2 立即 可 得 

定理 1.3 (扩张 定理 下 ) 设 f;X->7 Æ XAY 的 映射, 工 是 
稠密 的 完备 格 . 则 对 于 任何 AEL, BEL, 

a) f) = VAULA ,其 中 AS HAS ANAE L; 

(2) f B) = VAT A AR B,= Hs(A) — B,N 1, € 


作为 特殊 情况 , 当 工 王 [0,13 时 ,上 述 定理 可 以 写成 如 下 形式 

定理 1.4 设 f:X>Y 是 到 了 的 映射 , 则 对 于 任何 4E 
(0,12* 与 BE [0,1)*, 有 

da) f(A)= V A4f(A)= V ANC41)= V AfL), 

2€ (0,1) 2€ 0,1) . 26 (0,13 

其 中 A SHOS A,V AE (0,13. 

(2) f 1(B)= V Af B= V 24f'1(B,)= V Aaf 

2€ (0,1) A€ (0,1) . 2E (0,123 

(H.G) HP B.C H,Q)DSB,.,V AE (0,13 

E; X,Y,Z 为 三 个 非 空 集 ,f:XX7->2 E: XXY 2 Z 的 映射 ， 
对 于 任何 AC (0,122 BECO, I,A 

(A x B) (2,9) = A(z) A By), Y (xz,9) € X X .Y. 
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则 对 于 任何 zE2Z, 有 

f (4,B)(z) a f(A X B)(z) = PAA CAC) A BO). 

定理 1.5 f: XXY>Z RE xxz 到 2 的 映射 , 则 对 于 任何 4 
EC0,1J*,BE (0,1), 有 I 

d) f(A,B)= V Af, Ba); 

ñ AE (0,13 

(2) fC4,B)= V Af, B:); 

aE (0,13 . - 

(3) f(4,B) = ‘ey FLO HO; eh AS H,O) < 
Ar B.C H,Q) CE B mE yic (0,13, 
FHA), H(A) a FCH, CA) X H(A) = Fay) i € HiyE 
Ha(4)}. 

定理 的 证 明 , 由 定理 1.4(1) 立 即 得 证 . 


$2 五 映射 


定义 2.1 W(K < 5 (K< WA WF. 如 果 映 射 f; 
KK; 满足 下 列 条 件 , 则 称 为 Ki 到 K, 的 保 序 下 满 映 射 ， 

d) 4a bEK Habit, ffA); 

(2) #f(a)=c-JMH XF K 中 任何 eSa #ffE c€ K, & + c 
=a H fC) =A. 

例 2.1 设 和 与 了 是 两 个 非 空 集 ， 多 (X) 与 多 (7) 分 别 表示 
与 7 WERS XY H XAY 的 任 一 映射 则 由 了 诱导 的 从 
PORN) PORGY: 

F:2 X) > P), A— f(A) = (fG) |z € A) 

是 保 序 下 满 映射 . 
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定义 2.2 设 久 与 Y 是 两 个 非 空 集 .如果 映射 了 :XY 是 (X， 
委 ) 到 (了 , 委 ) 的 保 序 下 满 映 射 , 则 称 f 为 X 到 了 的 模糊 映射 简称 
为 映射. 而且 对 于 任何 4€ 多 (人 ) 与 BE 多 (Y)， 令 
f OG) = V (a|f (zj = G@,a),G@G,2) € A}, V z€ Y, 
f!'(B)G) = V (EC G, € B), V€ X, 


TE f(A)6€.Z(Y),f1(B) € Z X), AEP fF CA AR, f 
(8) 为 B 的 逆 像 . 
定理 2. 1 MH f XY 是 映射 的 充 要 条 件 ,是 存在 如 此 的 
两 个 映射 
f:X—Y, g: X > (0,13, 
其 中 了 是 和 到 了 的 普通 映射 ,9 是 X 到 (0,1) 的 保 序 下 满 映射 ,使 
得 对 于 任何 (z,4)E 义 ,有 
£ GA = GEAD € Y 
并 记 作 f= Fg). 
证 明 必要 性 . 如 果 f 是 到 了 的 F 映射 , 则 对 于 任何 (x, 入 
€ X 必 存 在 唯一 确定 的 (y,a) € Y ES fa, a= (z, a). S 
y=f* (z, 人 和),a 二 g(z, 加 ), 则 得 到 两 个 映射 : 
f':X— Y, g:X — (0,13, 
而 且 
f EA) = f° (z,A),gG(z,4)) = a). 
对 于 任 给 的 z€ X 5 0< 1i<2;<1,4f 
f zj) = Cf (zh) gt,h)) S GT ash) gC, = f E) 
Jf, f" CE5 f CE, A) g(z,2 i) g(z,)), J f" (z ,2) H H z E 
一 决定 ,而 与 2 的 值 无 关 . 若 令 
fG) = f'G,), z€ X,,€ (0,1), 
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则 得 到 一 个 从 XX 到 了 的 映射 了 ;:X> 了 ,而 且 对 于 任何 (x,%)EXX， 
f G@,2) = FC) ,9(7, 14)). 
上 面 已 证 当 Kahe PF ,gG DKga, 4). 又 车 g(z,2) 
二 a, 则 对 于 任何 vE O0, a BAGS, a) ,而 且 
f G,2) = (f) ,çGz,2)) = Ua) € Y, 
H f 的 保 序 下 满 性 知 , 存 在 (z,6)€E X, s€ (0,4], 使 得 
f (7,0) = (JG) ,2G@,ó)) = Gz,y) € Y, 
JJ gC) = y. 所 以 g 是 了 半 到 (0,1) 的 保 序 下 满 映射 . 
充分 性 . 设 1,9 是 满足 定理 条 件 的 两 个 映射 . 根据 映射 9:X 一 
(0,1) 的 保 序 下 满 性 ,不 难 验证 f 为 X 到 了 的 映射 .证 毕 . 
定理 2.2 WA S= Gg): XY 是 映射 的 充 要 条 件 ,是 对 
于 任何 给 定 的 *EX,y(z,。) 是 (0,1 到 (0,1 的 单调 不 减 的 连续 
K$, i H lim gC, 4) =0. 


0 

证 明 必要 性 . 设 f==(,g) 是 到 了 的 映射 . 由 定理 2.1 
的 证 明知 ,glx,。) 单 调 不 减 . 

如 果 存 在 pbE (0,1,g(z,，) 在 w 处 不 连续 . 令 go 二 g(2,40)， 
00 二 g(rz ,加 一 0) at 一 9 让 十 0)， 必 有 ao<<o Sk a <a t. 不 失 
一 般 性 ,不 妨 设 aÚ 过 os, 则 开 区 间 (oo- ,oo) 非 空 , 任 取 a € (co-， 
ao), H yz,，) 的 单调 不 减 性 知 , 对 于 任何 XE (0,13, 4 A< 时 ， 
g CEA KT La; 34 A HF ,gG,42)2 a >a. 因此 ,Y 26E(00,1 都 
HLD =F E) gE ADEGE), a) IB (FG), a) f CE, o). 此 
E fÈ F RART E ga, OE0, DRO, DEER 
数 ， . 

再 由 9 的 保 序 下 满 性 知 , 对 于 任何 a c (0,9(7; 人 都 存在 5€ 
(0,238 ga, d) = x. 于 是 lim y(z,4) = A SEA = 0. 
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充分 性 . 根据 定理 2. 1 RRE ga DE X AO, DRF 
满 映射 . 事实 上 ,由 g(z,) 的 单调 不 三 性 知 
(zy 各) Er, ha) gz, hh) S gr, A2); 
再 由 y(z,。 ) 的 连续 性 及 lim g (2,2) =0 知 ,gl(z,，) 取 让 区 间 (0， 
9g(z,2)] 的 一 切 值 ,由 此 立即 可 以 推 知 ,y 是 也 到 C0,1) 的 保 序 下 满 
映射 . 证 毕 . 
定理 2.3 设 f=(f,g):X>Y 是 F 映射 .对 于 任何 xzEX, 令 
frg(z, 和 ， 3526 (0,1]， 
g. (À) = % À = 0. 
则 Q) 9-(，。) 是 C0,1 到 50,1] 的 单调 不 减 的 连续 函数 ; 
D 对 于 任何 (tiET}SC0,1], 有 
gN A) = V ç,(A), 
gC AA) = A.G); 
G) 对 于 任何 4E 多 (Z) 与 JEY, 有 
f CAD = V (g.CAGz2)3|z € f1G)); 
(4) IFEN BEF O), A 
F CB) = { (2,4) € X|f (2,4) € B) 
而 且 
f' (B) (GG) = max(A|24 € (0,1),g,Q) << BCfGa))) ,V z € X. 
证 明 (1) 由 定理 2. 2 立即 得 证 . 
(2) 显然 有 
N OD Sg V AO. 
如 果 等 号 不 成 立 , 则 存在 aE (0,1) ,使 得 
M 9.02) < a< g.CV 2). 
由 (1) 知 ,存在 A< V A, fE f$ 9) =a, AT 9> V gC%). 再 根 
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WoO ?的 单调 不 减 性 知 ,2>%,Y t€ T. PERH A> V A RE 
了 矛盾. 故 必 有 g V A= V g, (AO. 1 
同 理 可 证 , CAAD = AA) 
(3) 
f AYG =V {alf G,2) = (y.a), (£1 € A) 
=V (a|fG) = y,g(z,2) = az) € A) 
=V {9( |z € f! G),0 < ¿< A(z)) 
= V (gCGaz,ACGz))|z € f'y) N suppA ) 
= V {pAr € f). 
D WES 
A= { (2,4) € X|f (2.4) € B}, 
则 A= (2,4) € X|g(z,2) < BO (z)3). 容易 验证 4E 
S (X), H HE X 2.2 3 f (B)G)—AG),V z€ X, Bl f! CB) 
= À _ 
又 因 当 AG)> 0 时 , (z, f 1(B)G))= (z, AG) E 4, 故 对 于 任 
ff z€ X | 
FIE) = V LE (0,13,g(z,2) < BCf(z)2) 
. =max {A| € C0,1],g.(4) < BC(f(z)2). 
证 毕 . . 
推论 设 f=(f,9):X>Y 是 映射 ,其 中 g;.0,1] 一 (0.147. 
MA) 9 是 (0,1] 到 (0,1] 的 单调 不 减 的 连续 函数 ,而 且 1lim gQ) 
_ io 
2) HFE AC.Z COR 
EAD =V ig(Acr)Jiz € Cn N SuppA ; 
| Vy; 
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(3) 对 于 任何 pe Z y), A 
fO) G) = V {aJa E (0,1),gOQ) < BCf(z)2) 
V z€ X. 
例 2.2 设 7:X- 是 普通 映射 . SET Fd Ce 2) € X, £ 
f (x,4) = (f G) ,2) 
则 映射 f. X—Y R X 2 Y ËJ F Bhd. IFEI AEX) B 
' €.%(Y),# 


f GG) = V (AG)|z € f1G)), V; € v; 
JTB) G) = BCfG22, V z € x. 
这 就 是 Zadeh 扩张 原理 . 


定理 2.4 É f— (f.g): X—Y E F Bh 3. A, 4, AE 
F(X), {AP tET) SF (X), B,B?, B? E F(Y), {B® € T) — 
多 (7). 则 l 

D 了 (4) [= DARK A = D; 

(2) f (V 4°) = V IAP); 

(3) 了: 多 7 (X) FY) JR (Z (X), <) PFY) <) 的 保 


序 下 满 映 射 ; 
(4) f (A) < BS BI A< f); 
(5) fg = x, FØ = D; 


(6) E B® < B°), 则 f- BD) < f- (B®); 
(7) f ABO) = A (B®), 
PBV V B?) = FI (B®) V f (B); 
O ff > HK f. X— Y B $l, f Cy (4)) = 


(9) 了 cf 1(B)] 夺 B, 且 当 了 :XY 是 满 射 时 ,f[f-1(8)]) = 
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B; 

(10) f) =V {A]A E F(X), f(A) < B}; 

aD 映射 大::2(Y) 一 F GX) 是 保 序 下 满 映射 当 且 仅 当 
f: XY 是 单 射 . 

证 明 C) f(D)=OOVYEY,f AG = V lalf G,2) = 
(y,0) ,7,1) € A}=0 

OA= Ø: 
(2) “根据 定理 2.3, 对 于 任何 yE 了 ,有 
f (VA = V {gLV A lz € f(y)) 


= V {Vg.LA®(x)))} 


z€y to) ‘ET 


=Vt1 V pLa) 


Er eriy 
= V f (4®) (9) 
=V (AP) G). 
(3) 由 (2) 立 即 有 
AP L APS (AV) ZIAD V AP) = f (42), 
RË fCA)= B B I£ BOLB, BO EF (Y). 
当 B) =i, H OA f (@=Q@. 
当 SuppB@ 为 单 点 集 时 , 设 
0 < B°) (go) S f (A o). 
如 果 B(oo) 一 了 (4) Go) , 令 | 
AY = [(z,2) € A|z € f G@%)). 


则 AVEF (XR 


fA = ñ V (gG,AG))|z € f C) N suppA),284 y = yo, 
0, 当 Y Æ Pos 
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(f CA) Co), 34 g = ps 
.0, EPET 
=B(y). 


如 果 O<BO (ya) < f CA) (go), 则 存在 (z,%)E A, E gaa) = 
B® Q). 令 
4@0 = ((z,2) € A|z € fi(g0) gla, A) < B® (g) 
从 而 ,有 f(4®) =B., 
一 般 地 , 当 supp AØ, A po= V Bo ,其 中 


z€ upp) 


= ((g,2)|0 < AL B%(g0)),V yo € suppBo) 
由 上 面 的 推 证 知 ,对 于 任何 p9o,# f Aw EF (X) H. AWA, fË 
f= EGA y K . 则 由 (C2) 得 


nE suppBC0 


fA)= V f(4*)= V p= po 


70EsuppB(0) so € supp“ ° 
综合 上 述 , 得 证 :Y BO<B, FE A” € Z (X), A” <A, EB 
了 (4) 一 下 .再 由 定义 2. 1 3, f. (X)— Z (Y) p IR F F Wë B$ 
射 . 
(4) fA < BOF (AG) =V {alf G,2) = (za), 
(2,2) € A) SBG) Yy € Y 
SV G,2) € A, f G,2) = (g,a) € BM 而 (z,4) € FTB) 
SAS f ' (B). 
《5) 与 (6) 显 然 . 
Q) G,) EMI BOS << Af'(B0)G) 
&€@0< =< f 1(Bo)G),V t€ T, 
€2G@,2) € f BP) VEET, 


p°? 


ef (z,À) = (fG) ,g(z,2)) € B® ,V t € T, 
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Sga, A) S BOGET 
SgG,2) < ABOG WJ, 
Sf G,2) = Fa) gA) € AB, 
SN) € f CAB. 
同 理 ,可 证 明 另 一 等 式 . 
(8) B= fA, EOR 
A< fB) = fS A). 
4 f: X—Y 是 单 射 时 ,f;X 一 7 为 单 射 且 任 给 z€ X, Gz, - ) 是 
(0,122) (0, 1H PER 38 88 Bye 2k RR. 则 对 于 任何 z€ SuppA， 
| | f DGE = glr, AG), E 
故 对 于 任何 (z,DEf-:CrCO03, 必 有 
gG ,2) < f CA) (f (z)3 = gz, AG). 
由 gCz,。) 的 严格 单 增 性 知 ,0<X<4Cz) ,从 而 (x, 和 DE A, 于 是 又 有 
f C (AD < A. 
(9) $ 4=f-'(B),H (DI 
f (f 100) = f ASB. 
34 f :X—Y 为 满 射 时 ,7:X > 与 9:X(0,1 必 均 为 满 射 , 故 
Xİ FAEH U, a) E BB, 存在 (z',4)E XX, 使 得 f(z', 和 )==(y,a) EB. F 
E,D EfB). i 
a =g(25,2) < gG°, f7! (B) (2°)) 
<V (gG,f-1(8B)G)) |z € f) N suppf 1 G) 
= V {gf (Bx) |z € f(y)) 


=f (f 1 (B) GO. 
WG a € f(f B 于 是 又 有 n 
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B< f CSTB). 
GO 由 (4) 知 
f (A) < BSAS f! (B). 
AHOLA UTISKE, AMA 
fB) =V (AJA€ F(X), f (4) < p). 

(11) ”如 果子 ;XY 为 单 射 , 当 了 -1(8) 二 4 时 , 则 对 于 多 X) 

中 任何 AOSA, S B0 一 了 (40) ,由 (8) 知 
f BY) = ff CAG = A. 

再 由 (6) 及 定义 2. 1 得 f 1, (Y)> 2 (X) 是 保 序 下 满 映 射 

反之 ,如 果 SF (Y)— 2 (X) 是 保 序 下 满 映 射 . 和 欲 证 

f (zi 和) = f Gx,22) = Gra) E Y> 1,41) = (za 和)， 


令 


AV = {AKAS A), 
A = (224) [0 << M), 

B={0, 0< A< a. 
w AV, AP EF (X), BEF (Y) B. f (A= f (AP y = B. 从 而 

A? V AP < f! (f AP V fG (a%)3 = fB). 
由 f 6948 JF 下 满 性 知 ,存在 co co e F (Y), COLB, C®<B, 
从 而 WAKSSS2 E EL) = a9,f-1(c@) = A, 又 由 
(9) ,有 _ 

B = f (A®) A f U) 
=f (f (CD A f (f 1(C@%)) << cO A cO. 

于 是 CO 一 C2 一 B, 从 而 420 一 42. 再 由 40 与 42 的 定义 立即 得 
(z) Ai) = (za + 22). WEE. 
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§ 3 扩张 定理 


定理 3 设 f=(f,g):X>Y 是 映射 . 
(1) 对 于 任何 AE SZ QO, . 
Ag. 1 = (z € SuppA |g(z, AGz)) Za) ,a € (0,13. 
MJ S fO = V f). 
D FEM BEF), S 
B ,, = U € Y|gG,2) SBO) € F'O) AE (0,13. 
则 V AE (0,1), GTF B} Ami 
B = V AG). 
证 明 (1) 对 于 任何 cE (0,1] ,一 方面 
y € 了 (4go >I z € f !(g) N Aga 
=3 z € f'y) N SuppA ,gl2°,A(z)) >a 
>f (A) =V {A)r € f-1G)) 
=V {g(£,A(2)) |r € f'y) N SuppA) È a 
>y € (f A) 
另 一 方面 
y € (f Q), => V (gG,AG)) |z € f-1(g) N suppA) = Ay) > a. 
=3 z € f'G) N suppA, g’, AG) > a 
>J r € FG) N Aga 
= € f(Ag,-1) 
则 
Cf (DS Sga) S Cf Aa V a € (0,1). 
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再 由 分 解 定 理 下 , 即 得 所 和 欲 证 ， 
D 对 于 任何 4E (0,1， 
z € GIESE, € f" (B) 


Sf G,2) = (Fe) g, € B 


€g(z,)) < B(f(z)2 
efir) € B, 
er € f Baao 3. 
则 CET CBN = f''(8 7) 再 由 分 解 定理 ! 即 得 欲 证 证 毕 . 
推论 1 W f= (f,9):X-> 工 是 下 映射 
D 对 于 任何 AE Z (X), 
Ags = (z € suppA |g(z,A(z)) > a} ,a € (0,1), 
则 Ya€ (0,1],Cf (4)]*= f(g), 从 而 
f (4) = V af (A D. 
(2) 对 于 任何 BE Z (Y), S 
on Bo 


则 foi = V 2%f71(B，) 
he (0,13 


~ ta, ° 


证 明 方法 类 似 于 定理 3.1 的 证 明 , 再 由 定理 3.1 与 推论 1, 可 


,.2 € (0,13 


推论 2 设 f=(f,g);XY R FRH. 
(Q) 对 于 任何 AC F(X), 有 
f(A) = V ayCH,(g;!)2D, 
~ a€ (0,12 
其 中 Ag, 'S Halga’) = Ag; 1 V a€ (0,1) 9 
D 对 于 任何 BE 多 (7) 有 
f-1(8B) = V Af -1CHs (Ff sga), 
~ AE€E (0,1) 
EP B, SEGS B, ,V E (0,13. 


== n) 
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定理 3.2 Ü? f=(f.2): X>Y E F 映射 , 则 对 于 任何 
AEF (X) a€ (0,1), (f (A), = f (Ag; ORERE, x? F fE 
faf y Esuppf CA), FEE 2° E f- ! (g) nsuppA, 使 得 了 (4) G) =gGat, A 
(7 )). 
证 明 必要 性 , 设 Y a€ (0,13, (fF (AD). f (Ag; 1). 任 给 yE 
suppf (4) 且 令 a=f(4){y). 
一 方面 
a = f (A) >y € CS A) = Fg) 
=3 z° € Fiy) N suppA,gG2, AG) > a = f (A) (9): 
另 一 方面 . ' 
ga, AG5)) Sç V (gG, AC) |s € f-1GD N suppA ) 
= V {g CA] |z € f 1G@)) 
= f (A)(g) = a. 
BFE z5€ f -1(g) 站 suppA ,使 得 f CA) G) =g (2, AG). 
充分 性, 如果 VY yEsuppf(4) ,3 zt € fiC) N suppa, E18 
f (AG) = gG, A(z')), 
则 Y a€ 0,1], 有 
y € fA SF CA)G(g) = g(z2° ,AG9)) Z a,z° € f) N suppa 
S ez EFON A! 
Oy € fga) 
从 而 ,VY G€ (0,13, 4 CfCA)).=fCAg,. 1). DEHE 
定理 3.3 设 f=(f,g):X>Y 是 映射 ,其 中 9g; (0,13 
一 (0,1, 则 (1) 对 于 任何 AC Z (x),# 
f (4) = V IOSA) 


(2) 对 于 任何 Be Z Y), 


tala 
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fO) = V ZO (B), 
HP g ANV (126 (0,13,gOQ0<<ça) 
证 明 (1) 如 果 yEsuppf(4), 则 
eV OSUDIO =V {gE (0,D,y € FA) 
=V AWH E 0,1,3 z € Asf) = y} 
=V {gA |A € (0,1),3 z € X,0 < A< AG),f(z) = y} 
= V {gCAC(z)) |z € f-'(g) N suppA) 
=f (A) G. 
如 果 y € suppf (4), 则 VY 2 € (0,1),z € JS), 因此 
Cey IOS) = f(A)(y) = 0. 
(2) ”由 gC。) 的 单调 不 碱 性 知 , 当 <a RT, g < (o). 
再 由 yg(。) 的 连续 性 与 lim 9 一 0 知 A g (O) = 0. Ml 


C V 9 (a)f CB.) (z) =V iga) la E (0,1),f(z) € B.) 


=V {g a) la € (0,1) Ha < BCfGz)21. 
=V {V {Ala € (0,1), gA) <a) |0 < a < Bf} 
= V (A|¿ € (0,1),g(4) < BLF)? 
= f (B)(x). 
证 上 毕 . 
推论 3 f=): XY 是 F 映射 ,其 中 9g:(0,1]->(0,1) 
连续 , 则 | 
D ”对 于 任何 4€.F(X), 有 
f (4) = V gSA) 
~ AE (0,123 
与 
f A= V gSA), 
u AC(0.13 
其 中 4S HD C A..V 2 € (0,12 
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(2) 对 于 任何 BE Z (Y)8 
fB) = V g Gf (B) 
与 
fB) = V g ODST Ha) 

其 中 BCH) EB., Y a€ (0,13. 

定理 3. 4 设 X,Y,Z 是 三 个 非 空 集合 ,f1==(f1,91) :一 了 是 
了 到 了 的 F 映射 ,f= 二 (fz,9:):Y>%4 是 YY 到 的 映射 . 令 

f = fo ° fi:X> Zr —> f(a) = fafi), 

g =g ° f1:X — (0,1), (2,4) — 9(2,%) = golfilz,N)] 
则 (1) 了 4=(F,g) 是 和 到 2 的 了 映射， 

(2) 对 于 任何 4E .Z (X), A 

f A = V affi CAT]; 
(3) 对 于 任何 BE 多 (2), 有 
PT = V AFCC G, 0, 
EFB, = (z€ Z|gG,2) S BG2,z € f-1 G) = f, GT). 
证明 任 给 zs € X, 0 < A< 6 < 1 Pf ,# f,G,2) < f.G, 
ô) ,从 而 | 
gz,4) = gLfilz,4)) S gLfi(r,0)) = gz,6) 
则 glz,，。) 是 单调 不 减 函 数 . 再 因 Y 2E (0,1) 
limg(z,2) =limg/(fiGO ,9 (2,4) = p (fı (2) , limpi Ga,2)) 


== ga (fi(z),g.z,2A6)) = Jlf C, ho)] = MERY 
I gC, e) Æ O, 1) 连续 .又 由 iim g, (2,4) = 0, lim g, (g,a) 一 0 得 
40+ aot 


lim g(x,4) = lim g:(fı(r),gı(z,4)) = 0 
iot ` 


aot 


最 后 ,再 根据 定理 2. 2, 得 证 f= CDE X #| Z BJ F, (1548 
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证 , 再 根据 定理 3. 1 ,立即 得 证 (2) 与 (3). 证 毕 ， 
$4 了 变换 .下 序 同 态 与 序 同 态 


为 了 不 致 发 生 混 淆 ,我 们 再 次 指出 :在 本 节 , 我 们 把 F 点 r 


为 集 理解 , 即 
(1,u = z 
z, G) = < 或 z, = ((z,a)]a € (0,22). 
O, z 


定义 4.1 设 喘 射 了 :多 () 一 多 (7) 合 于 

da) f = @eSA= @ 

D V (Au € T) C Z OD, CVA) = V f (AO. 
称 了 为 Z CX) #l| 2 (7) 的 模糊 变换 ,简称 为 变换 . 如 果 
v p€ Z (y), 

fB) =V (4 € F(X), f(4) < B). 

显然 ,f-1(B)E .F(X), 且 称 为 8 的 道 像 . 

例 4.1 设 RE 罗 (XX7) 是 和 到 了 的 严 关 系 , 对 于 任何 AC 
SOD fa(4) = 4。B, 其 中 

fa(A)(y) = (A ° BDG) À V CAG) A Ra) Vy € Y, 
如 果 suppR= X xY 则 fe Æ F 变换 . 

例 4.2 i 0, X— 7 (7) 是 定义 在 X 上 的 7 集 值 映射 ,对 于 
任何 AEF (X: T(A)=A : T, RP | 

TW) = (A ° TG) = V CAG) A TG) (0)3,V z € Y, 
如 果 V z€ X.,suppT G) =Y, N T Æ F 变换. 

` @J4.3 设 f:X>Y 是 了 映射, 则 诱导 映射 :F(X)>F (Y) 
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是 变换 . 

定理 4.1 SF OOS OE FER F AE. 

(l) f '(@)=Q@,f Ss 

(2) ASSOSS (A) < B. 

(3) fA =A {BIBE ZY), ASST), Y AE Z (X). 

(4) VAE ZWA A< f 'Cf AD I B. 4 = fT 
(A) f 为 单 射 . 

O V B€ ZG) # f Cf 10) << B WB f (f 1083 一 
Be f 为 满 射 . 

(6) V (Bot E T) SZOSA B = Af” (BO. 

(7) A,A € F(X), A < A= f A) < f (A). 

(8) B.B, € FV) ,BS Bx=>f-1(B,) < f 1(B,) . 

证 明 是 简单 的 ,请 读者 自 证 . 

定理 4.2 设 f: 多 (X) 一 (7) 是 变换 , 则 下 列 命题 相互 
等 价 . 

GD) f (X) =B. Y y€ suppB, f” Uon JED H. 

U (suppf Cys) |y € suppB) = X. 

(DV zEX,IlyEY, 使 得 U suppf (z) = (y). 

(3) 存 在 映射 1* 二 Gs: XY EP S A XEY 的 普通 映 
射 ,g 为 下 到 (0,1] 的 映射 ,适合 V xEX,g(zx,，) 是 (0,1 到 (0,1) 
的 单调 不 减 左 连续 函数 ,使 得 Y AEF (X),fG4) 一 f (4), 即 

f (A)(y) = V (gG,AG)2)|z € f) N suppA) ,V z € Y. 
证 明 〈1)=(2) 因为 f 
V z,z C suppB ,z Z z=> f Gro] A f ro) 


= f Cyro A zs = Ø, 


第 三 章 ”模糊 映射 与 扩张 原理 139 


再 由 (1) 知 ,VY z€ X 5 AC (0.13,3|z € suppB 8 & z, € f Uw]. 
则 f DSa 于 是 suppf G.) = {y} PEVA U suppf Ce) = (y). 

DSB ”由 于 Y zx€EX.3ly 相对 应 ,着 令 y 二 f(x), 则 了 为 X 
到 了 的 普通 映射 . 又 由 suppf (z) U suppf (z = {y} 知 ,VY AE 
(0, 了 ,存在 a€ (0,1), 使 得 /x)= 二 yo 二 yaw: 再 令 g(z, D =a, z 
为 X 到 (0,1] 的 映射 ,而 且 fad =en D =g): XI 
YUY AEF OO, 

了 (4) = f ( V ze = v. Lra] = OV Jy 
于 是 ,VY y€ Y, 
f AG = V (gG, AG)) z € f) N suppa} 

现在 证 明 gC, + D) (0,122 (0,138 SS BLR IRE yE S R 3. 

0 < ,, <: < 1—>f G, ) = GO hen S UG). fE ) 
=>g9 (2,4) < g(z,2). 
XV 2€ (0,13, 
GDJ = FO o = f G v) 


= f ( V £,) = V f (z,) = V Saaw 
uÀ ULAT BZA 
= [f(z)) MR 
则 lim g(z, a) = V gG 2) =g(z,2). 
=>) V jg (C€ suppf(z) = suppB—>f (X)(y) = BG?) > 0 
>[ VIE DIG) =. Bq) > 0 
=3 z€ X, Ffa) = z,g(z,1) < BQ) 一 BCf(z)]， 


BN (f GE) hen S yso 
>f (uso = Ø. 
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V z € X,z, IF GD s< V (IC € suppB} 
=r € U {suppf “(ysw) |y € suppB) 
则 U {suppf~' Cyw] |y € suppB} = X. 证 毕 . 
定义 4.2 (1) 设 映射 f==(f,g):X—>Y,f(z,4)==(f (zx), 
ga JE (X, <) #J (Y, < J £ Fr Ik BT, IV 4E Z (X), 
p€ .Z(Y),— 
(g(z,)), 2E 0,1), 
0, X=0, V z€ X, 
go = V (A|A € C0,13,g 0) <a) V ae (0,13, 
f (A)G) = V {g A) |e € f) 门 supp4) 


gpa) = 


= V 人 9[4(z)]lz € f '(g))V z € Y, 
FCB) = V {ala € (0,1),2G,2) < BC(fG23) 
一 人 TICB(f(z))]V z € X. 
则 称 诱导 映射 了 :多 (X) 一 多 (7 ) 为 f : X =Y 的 扩张 映射 . 

D RRR f. (X) (YE (Z (X), OAF O), 
委 ) 的 保 序 映射 ,如 果 存 在 保 序 映射 = (f,g) ;了 > 了 ,使 得 f 为 
f* 的 扩张 映射 , 则 称 7 为 可 生成 的 , 且 称 f* 为 7 的 生成 函数 . 

注 显然 ， 任何 扩张 映射 均 为 保 序 映 射 ， 由 此 VY p€ (Y), 

f `B) =V {AAE ZG), (A) < B) 
MEX 4.2 中 定义 的 了! 与 前 面 定 义 4. 1 是 一 致 的 . 
例 4.4 fF OOF (7Y) 是 变换 , 则 由 定理 4.2 知 
f 是 可 生成 的 SY v€ 了 (X) 会 B,f n+ B 
U {suppf'' (ysa) |z € suppB} = X. 
例 4.5 设 j: 罗 (ZE) 一 多 (了 7) 是 变换 ,如 果 了 是 下 满 的 , 即 
f (A) = Ce>Y C < C ,3 4 < A, 合 于 f (5 = e°, 
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由 例 4. 1 不 难 验证 :f 是 可 生成 的 而 且 生 成 函数 是 映射 ( 即 苹 到 
Y 的 保 序 下 满 映射 ). 

一 般 情况 ,我 们 有 f 

定理 4.3 (1) 设 f: 多 (X) 一 多 (7) 是 保 序 映 射 , 则 # 为 可 
生成 的 充 要 条 件 是 ,下 列 (4) 与 (@) 同 时 成 立 . 

(a) YzEX,J yEY, 使 得 对 于 VY 4E (0,1),suppf (z) = {y}. 

O) V AC€.Z(X),f(A)= V (fa) |z C suppA). 

D 如 果 f:8 (X)—. (7) 是 可 生成 的 保 序 映射 , 则 VY z€ 
Xs ga: [0,1 一 [0, 了 是 单调 不 减 函 数 ;g7!: [0,1] 一 [0,1)] 是 单调 不 
减 的 右 连 续 函 数 , 从 而 ,VY (a tE T)C (0,13, 

9 (A a) = Ag. a). 

证 明 (1) 必 要 性 . 如果 /是 可 生成 的 , 且 其 生成 函数 为 

f= fAX>Y,  G,2) — f G,2) = (fG) ,gG,2)). 
V xEX, 令 y 一 f(z), 由 f= 二 (f,9) 的 保 序 性 知 ,VY AE (0,13, 
f (z,2) = (Fa) ,gz,D) S< (fGO2,gGz,1)) = f G,1). 


则 
f G.G) = V (glust u)) |u € f) N suppz,) 
EDLAS y = fa), 
(0, y Z fG). 


从 而 ,suppf (a) = (z). BP (ORZ. 
XV (1,4) E X, h EHEER, f Gea) =la) ao F3E,V 4 
EH(X), 
f AU = V (gG@,AG)) |z € fy) N suppa} 
= V {gC Alt) |f (x) = z,z € suppA) 
= V {f @) aaa» (g) |z € suppA) 
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= V {f (rw) (g) |z € supp4} 

= V {f Gae) |z € suppA} Q). 
A f CA) G= V (f aam |z € suppA) AORT. 

充分 性 ,由 (0) 知 ,V ENDEX f G )=, ES y=fG)G 5 2 
X36),a=gG,A), JG a) = (fGD),gG,4)) E £= (f,g). 由 (8) 
知 ,Y AC Z (X), | 
f CA)GD = (V (Sum) |z € suppa} G) 

= V {f (24w) (g) |z € suppA) 

= V CFE) Jaaa) (9) |z: € supp4) 

= V (gG, A(z2))|fG) = z,z € suppA} 

= V (gG, AG))|z € f-1G) 门 saupp4)}. 
故 f 为 可 生成 的 . I 

(2) 由 了 =(f,9) 的 保 序 性 即 知 ,V z€ X,g, 的 单调 不 减 性 ， 

从 而 ,9z: 也 是 单调 不 减 的 , 若 存在 a € (0, 1), fE gr C) (ow 
十 0); 于 是 ,存在 ó € (0,1), E gr (a) < ó << gç 1 (as + 02. 由 
gC ) WI E X Nl, g. (ór) >a MEE s€ Cao, 1), fE gC) >a. 从 
而 bg a) >g Cat 0). 引出 矛盾 . 所 以 g 右 连 续 . 从 而 ,对 
于 任何 wE (0,13, € T, $ a= Aa. 显然 ,有 gC Aa) =g; Ca) 
SAS (a). 反之 ,若菜 tE7T, 使 a= a. W gr (Aa) =g;! (a) 
= Ags (a). FN t€ T, RH x<. 必 存 在 {a >l) Sate 
TEA Aa =a 于 是 ,由 zz! 的 右 连续 性 及 单调 不 减 性 知 


g; ( Aa) =g7' Cao) = g7' Ca + 0) = lim g7!(a) 
T ea tO 


= A go) = Agr la, ) = Nga) MES. 


a> a 
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推论 设 f:. 多 (X) 一 多 (7) 是 保 序 的 可 生成 映射 ,4,1€ET 
SF (X). WRV ht ET ht AN A= , 则 LCV 495 V AAD. 
证 明 由 {4,t€E 7} 的 不 相交 性 知 ,supp C V A) = U suppA, H 
suppA4 [NMsupph, =Ø iÉ. 于 是 ,由 定理 4. 3 知 
f (V 4) =V {f (zv ao) |z € supp CV AO) | 
= V ` V fa) |z € UsuppA,) =V f (A). 证 毕 . 
定理 4.4 HRH SX fa, N= GE), ga DERT 
条 件 :Y z€ X,gG, >): 0,10, DEA jJ SZ E 22 83%. 则 
(1) PERN SFO YE FEM; 
(2) Ya 0,1), gA < o€%À < g, a), 
g) > oA g la). 
(3) g la) = A {Ala E C0,1],g (A) >a}, Y a € (0,13. 
(4) YBEF(Y), 
JCB) =A (AJA E CO,1J,g CA) > B(fG22),V z € X. 
证 明 〈1) EA f(CA= ZeA= Z. 
由 9%(。) 的 单调 不 减 且 左 连续 知 ,Y {2%)jS [0,1)， 
aV À) = V g. QO. 
事实 上 , 令 4 二 V A, BRE Vg, ADK A). XV <, tAE a 
<l g (DKD V gA). FÈ | 
g) = lim gD < V ga). 
根据 上 面 的 推导 ,VY (a)€ Z (xX)5V y€Y 
f (VADO) =V {CV AG)3 z € fF)? 


=V {V pA) € f-1G)) 
= V CV (g.CA.G2)2]z € FTN 
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=(V f DIQ). 

MA f Z OOF (Y)JE FER. 

(2) Hg '(0) 的 定义 及 glr OSa 立即 得 证 . 

(3) ”由 (2) 立 即 得 证 . 

(4) 由 (3) 立 即 得 证 . 证 毕 . 

定义 4.3 如 果 了 变换 了 :多 (Z) 一 .多 (7) 的 逆 变 换 f-! 保 并 ， 
即 . 

V (B) SEF) ,VB) = V fG), 

则 称 f 29 多 (X) 到 名 (7) 的 模糊 序 同 态 ,简称 为 序 同 态 . 
”由 于 F 序 同 态 是 变换 ,因此 ,定理 4.1 中 的 性 质 全 部 成 立 . 
此 外 ,还 有 

定理 4.5 设 f:8 CX) 一 (7) 是 序 同 态 , 则 下 列 性 质 成 
. 立 . 

D fA) = B,V y € suppB,f Cn) Z Ø H 

U (suppf~' Cano] ly € suppB} = X; 

(2) 了 是 可 生成 的 ,而 且 生 成 函数 f= (f,g). X>Y 适合 VY z 
EX,y(z,。) 为 (0,1] 到 (0,10 的 严格 单 增 左 连续 函数 ; 

BD V A€ Z (X), f-1(f(A)3= AS 为 单 射 ; 

(4) V z€ X,g, RZS ERER ERRA 

Sf: XY Æ F RA, 

(6) 了 :多 (X)—>Z YVRXSS 为 单 射 且 g 保 交 (Y z€ X) 

证 明 C) 如 果 3 z€suppB,f (zo J= @ S C€ S OE 
合 

(B(g), f z, 


CQ) = < 
tUs 2 = z. 
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则 
0 =c@) > f GOIO = f C V. f 1 Gee)) (2) 


=f CV PDO = f (£ (JG) 


=f QG) > 0, 

这 是 不 可 能 的 , 故 V y€suppB—= f (ya J> @. 

X o N pfp o= CY po = f= X 
则 

U {suppf ‘(ysw)|y € suppB) = supp = X. 

(2) 根据 定理 4.2 知 ,f 是 可 生成 的 ,而 且 V z€ X, G, Ë 
单调 不 减 左 连续 函数 .下 面 证 明 g(z,。) 严 格 单 增 . 

事实 上 ,如 果 存 在 0 过 为 过 加 志 1, 使 得 g(xz,1) = gla, a) =a, 
则 由 定理 4. 4 知 

FCCC) Ja) G) = g, (a) > ¿:. 


x 
与 V ó<a, f 1((f G)2 G) <, 得 
f '((fG)3.) G) < A 

发 生 蔬 盾 . 这 就 证 明了 VY EX, g, JEE, FER E. 

(3) Mge, ) 的 严格 单 增 性 知 l 

f 为 单 射 SS= (f.g) 为 单身 
再 由 定理 4. 1 知 
S HAH SY AE F(X), fC CAD) = A. 

由 上 述 即 得 所 和 欲 证 . 

(4) g RX SNV AE [0,1),g.(%) = As.() = Jim g.() 

Sg:(*) 在 [0,1] 连续 , 且 g0) = 0 


f '((fG22,) (z) = f° CV (J (e)2,) (7) = V TE a) (z) 
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Sge, e) 在 (0,1] 连续 (严格 单 增 ), 且 lim g(z,2) = 0 


ef= (f.g) 是 了 映射 (由 定理 2. 2). 
O ”必要 性 . 如 果 了 不 是 单 射 , 则 存在 zu € X,zZu, 但 f(z) 
一 了 (w) 全 y, 于 是 ,对 于 任何 %E (0,1], 有 zrAw 一 名 
f @, A u) = f [2G)= @, 
f G) À f G.) = uo A Y 二 G.G) AnD, 
PA FADES G) A f Gu.) ,此 与 了 的 保 交 假设 矛盾 . 故 f 必 为 
单 射 | 
VYzEX, 令 3 一 fGz) ,由 了 为 单 射 知 , 广 !(G) 一 (z) ,于 是 ,由 子 
的 保 交 性 知 ,Y (JS(0,1D, 若 人 % 一 和 >0 
gC AA) 一 GG) = f C Az, J0) 
SAQ G, )G@)) = Aga). 
#AA=0MDAz —@. BH j 的 保 交 性 知 
AA) = A Cf G.G) = f (Az, 3G@) 
=f (@)G@) = 0 = LNA). 
所 以 g 是 保 交 的 . 
充分 性 . Y (ASF (X) ,由 了 为 单 射 与 VzEX,g 保 交 , 令 y 
二 f(x) ,得 
f (A A0G) = gC A AG)23 = Ag,CAG23 = CA f DIG) 
(如 果 f'(y)== 名 ,上 面 等 式 两 端 均 为 零 ). 因此 / 保 交 . uE E, ` 
定理 4.6 设 f=(f,9):X> 了 ,f(z 和 二 (f(z) ,gbz, 和 加) 适合- 
以 下 条 件 :Y *EX,g(z,，):(0,1]->(0,1) 是 严格 单 增 左 连续 函 
数 , 则 
(1) V z€ X,g,(0)=g, 1(0) 二 0,g,,gz! 保 并 ,g7! 保 交 . 
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上 


g 
J 


(2) V=<€X,a€ (0,1D 

gA) < oON g, (a), 

pO) Z a£) Z g, 1 (a). 
(3) VzxzEX,g(。):(00,1 一 (0,1 是 单调 不 减 连 续 函 数 ， 
(4) Vz€ X,e€C (0,11, 

g, Cad = V {A € (0,13,6 Q) < a) 

=A {Alà € C0,1J, g Q) Z a) 

O 扩张 映射 7: 多 (X) 一 多 (Y) F FR] So I BV BE 


(Y) 
CB) = V 1A|2 € C0,1J,g(4) < BCF CDI} 


=A {Aja € C0,1J,g (4) Z BQ G), V z € x. 
证 明 (1) 根 据 定理 4. 3 与 定理 4. 4 只 需 证 明 g; R 事实 


V {o C C0,1),g CV a) > Vg ' (a). 


车 等 式 不 成 立 , 则 3 AE O; DR gV a) DA V g, ' (a). 一 方 
面 由 9: PERE BRE H g- CA) <: Cga C V 4)) 人 Vo; 另 一 方面 ,由 
A> Vg, Dg Ca) ,Yt 与 定理 4. 4(2),g.( 罗 >>o,V t. FE 
有 PANE V a, 引出 矛盾 . Br bi 2.1 Va)= Vg (a). 


WE- 


(2) Hzs( ORIRE , EEEN g,“! 的 定义 立即 得 


(3) 由 (1) 立 即 得 证 ， 
(4) 由 (2) 立 即 得 证 ， 
O 由 定理 4. 4 只 需 证 扩张 映射 了 :多 (X). (Y BJ 5 R 


射 f: 保 并 .由 (4) 知 ,Y B€.Z(Y),V z€ X, 


f ° Ba) = V {Alà € (0,11,z,Q) < BU Cz))) 
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= A (4|2 € (0,13,z,Q) Z BÜ(f(z23) 
V (B.C (Y), Ë B= V B, Ny z€ X, 有 
f'a) =V ajae C0, 13,9) < BH G))?} 
=V (44 € C0,1) ,gC%) < V B(fG23) 
= V CU AJ) € C0,1) ,gC4) < B,Cf(z)3)2 
一 VCV (A|, € C0,1),9:C%) < B,Cf(z)3)3 


= Vf (BD (2). 
É f: FOF YH P RS. 证 毕 
推论 设 f 二 (f,9):X> 了 是 映射 , 则 扩张 映射 了: 多 (X) 一 
多 (7) 是 有 序 同 态 的 充 要 条 件 是 ,Y zEX,g(z,。) 是 (0,10 到 (0， 
也 的 严格 单 增 (连续 ) 函 数 . 
定义 4.4 MÈ PER f 27 (X)—.Z (Y) W R: 2 k G pit 
BRIN V BEF (Y), FB) = (fB) , 
则 称 了 为 Z CO 8] 多 (7) 的 序 同 态 . 
定理 47 Ü f. (X)—.Z TEFEK, N 了 是 序 同 态 的 充 
要 条 件 是 ,V BE .多 (7)， 
f (B) = A {AJA EF (X), Gr ) < B' ) 
证 明 必要 性 . 由 定理 4. 1 及 序 同 态 的 定义 知 
fB) =C BOY = (V {AJA € Z(X),f(A) < B' )3' 
=A (#'|#' EFA), f (QP < B' ) 


© SA {AJA E .ZG)f Gl) < B) 
充分 性 . fB) = A (Aja € FX), f (4 ) < B) 
=(V (A |A € F(X), f (A) < B)2' 
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=[V {4|4€ ZG), f (A) < B)Y' 


=(f-1(p)2:. 
所 以 7 为 序 同 态 . 证 毕 . 
定理 4.8 设 了 :多 (ZE) 一 多 (7) 是 序 同 态 , 则 
Q) 了 为 下 序 同 态 ; 
(2) 了 为 可 生成 的 ; 
DERRE S= Gg): XY 所 得 到 的 g 与 9g!1,Y z€ X,38 
人 
"H 
V e € (0,13,g, Ca ) = (g, 1(a)J' ,z, Ça! ) = Cg, Ca). 
HgS g, 1C，) 均 为 [0,1) 到 C0, 的 严格 单 增 的 连续 函数 . 
证 明 O 只 需 证 明 /7! 保 并 .事实 上 ,VY (BISZ (Y), AE 
F(X) 
V f 1 (B) < ASY t, f (B) SA 
SVY t, A! < [f 7 (CB)Y! = f° CB: ) 
OV t, f (A) < B/ 
Sf (A) KAB! = (VB) 
SA < fV BN J = (fCVB)Y 
Sf ( V B) < A. 


因此 
f 'CV BO =V; 2). 
D 由 (1) 及 定理 A 5 即 得 证 . 
(3) V a€ (0,1 ,如果 素 属 函数 <(， =a 的 常 值 集 仍 简 
WA a, J 
g C ) =f C )(z) = CF CNY Ca) 
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一 Cj 0) = Cg Ca 


pN) = A {aja € (0.1),g,(2 ) < a) 
=A (ala € (0,1), < g, (a)} 
= A (ela € (0.11,2 > (g, (DI = g, Ca )) 
=A {aja € (0.1),g,(2) 2 a ) 
=A (ale € (0.1), A < a) 


=A) . 
[XV AELOD, ER ya N w AN 因为 
lim g,Ça&) = lim (g,@')J' = 1— lim gw ) 
wm 计 0 WH —0 wax o 


=] — gN ) = [(g,(2' )] = gA, 
则 g,(。) 右 连续 ,又 由 9.(，) 左 连续 且 严 格 单 增 , 即 得 所 欲 证 .. 证 
EE. 
定理 4.9 f=): XY, fD 一 (f(z),g(z))) 满 足 
下 列 条 件 ;:Y zEX,yg(Cz。):(0,1] 一 (0,1] 是 严格 单 增 的 连续 函 


[eg] =g D=1, HY 2E O Dga = Ge. 
则 


2 


(1) f:X>Y E F BR; 
D 扩张 映射 了 :多 (ZX) 一 多 (7) 为 序 同 态 ; 
(3) V z€ X,g, 是 严格 单 增 的 连续 函数 ,9 (1)= 1, 


o5 7| =>, HY aC (0,1), Cg, Ca) =g! a). 


证 明 C) llim yz = lim co) = 1 — 


a0 0 十 


lim KACZE) = 0. 
k ->l 
故 由 定理 2.2 即 得 所 和 欲 证 . 
(2) 由 定理 4.6, 只 和希 证 明 YBE Z (Y), fB) = 
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Cj (B) 事实 上 ,显然 sy EX, AE CORDIA (2 )= (g, (À)2' JU 
f !(p' )G) = V {42 € 0,1], gO < B' (fGe)2) 


=V (,|2 € C0,1), 0 Z BJ) 
=V (| € C0,1),9.(X ) Z BCf(z)2) 
=(A {A |A € CO, 1), gA ) Z BG 
一 [CA {Ala € C0, 1), A) 2 BGY 
=(f (B) (a). 

G) 由 假设 条 件 知 ,g::50,1] 一 [0,1 为 单 满 射 , 于 是 ,gc-: 也 
为 单 满 射 ,从 而 ,% :是 严格 单 增 的 连续 函数 , 且 2, 1(1)= 1,21 
C (I=. 特别 ,Y a€ C0,1], 存 在 XE [50,1] 合 于 g.(2) 一 a， 
gX =A =a. WI s> 7 =4,H 

(g. !(e))' = {gaT CADIE SA = g CGA )) = gla). 
证 毕 . 

定理 4.10 RFO (7Y) 是 序 同 态 , 则 下 列 命题 相 
互 等 价 . 

(1) 了 为 单 满 射 . 

Q) 生成 函数 了 = (7,g):X>Y 为 单 满 射 . 

(3) f:X—Y 为 单 满 射 

WD GD =Y AEF X), TDA FA). 

(5) PFOS X) AFAA. 

(6) V A€.% OO, f(A' )=[f(A)'. 

证 明 DSD H f G) = Gen 即 可 得 证 . 

DSO YzEX'gz +): (0,13 — (0,1) 为 单 满 射 , 即 可 
证 明 . 

DSU) 因为 了 为 单 满 射 , 则 大: 也 为 单 满 射 , 故 Y 4 € 
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F(X), 
f (4) = pf (B) = AS(f-1) (A) = B, 
FTA GTD CASA 
(4)>(5) YAEF(X), 
TDIA) =V (BIB € ZO), fA ) 
=V {BIBE FY), ASY = fB )), 
=V {BIBE FY), f < B) 
=CA {B |B € FD f (AKB) 
=f (4)] = fD A 
X f 1 S (Y> 5 (X)28 FER, i 大 为 序 同 态 . 
VAE ZO),B € FC) 
A< FG (AD) = FF) (A < A 
BE (FTDI) = f (f 108) < B 
得 了 CC)"1(4)] = A, (f 717 (f 10) = B , 则 由 定理 4.1 
即 得 了- 为 单 满 射 
(1) 二 (6) H 了 为 单 满 射 知 , 了 :Cf (4)]==4,f[f-1(B)) 一 8， 
则 
f AD =A {BIBE Z(Y),f (Q ) < B) 
=A {BIBE 多 (7),4 < J-1(B)) 
=A (B|B € F(Y), A > [fr1(B)] = fB )) 
=A (BIB € FOF (4) > f (f (B) = B' ) 
= CV (BIB € FY), (A) 2 B' YY 


=(f AV. 


第 三 章 “模糊 映射 与 扩张 原理 173 


OSI VET,f AED WFE, E 
f Xn E) = g XG a) = 1 

从 而 f) =y. 

X # zu € X,fyG)=fGD), M| f Aren) =f Cn). 由 于 
了 ”为 序 同 态 , 则 是 可 生成 的 . 再 由 f-! 的 单 满 性 ,得 

(z) = suppf (Xie) = Suppf (Xian = (u) 

于 是 ,z= 二. 

由 廿 所 述 , 即 已 证 明 为 单 满 射 . 

OSD HAIS =Ø =Y. W| Suppf (X) — 
Y, JA V v€ Y FE z€ X 5@ f(z)==y. | | 

XV tuC X. WMR z2Zu, W Lin A X= D , X< Xia’ ,由 于 
gG, 1)=1,MI]| fX G=, he 
0 < f ADG SFX DFO = (f Kea) LF) = 0, 
即 FAD GF I= 从 而 ,f(z) 关 fw). 

由 上 所 述 , 即 已 证 明 f 为 单 满 射 .证 毕 . 

类 似 地 ,可 以 证 明 下 述 定理 . 

定理 4.11 设 映 射 了 :多 (XZ) 一 罗 (7) 为 有 变换, 则 下 列 命题 
相互 等 价 . 

(1) 了 为 单 满 射 . 

D ff 为 可 生成 的 且 生 成 函数 了 二 (f ,9) :X 了 为 单 满 射 . 

D 了 为 单 满 射 , 且 Y z€ XX,g.(，) 为 严格 单 增 连续 函数 ， 
9:(0) 二 0,g:(1) 三 1, 适合 VY (z, 和 DEX,f 了 (zi) = aE) 

(4) fF XF YORE F EAS. 

(5) FD = fB f RE. 

(6) PF YFA NB F PE lB] 25. 
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(7) V AE FX),BEF (Y), f IOAN =A4, f(f 1(n))= 


注 映射 7:X-~7 为 单 满 射 ,实际 上 有 一 个 潜在 的 基本 条 件 : 
X 与 了 是 等 势 集合 . 因此 ,如 果 X 与 Y 不 等 势 ,根本 就 不 可 能 有 XX 
与 工 之 间 的 单 满 映射 存在 . 
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第 四 章 ”模糊 测度 与 
模糊 积分 


模糊 测度 与 模糊 积分 理论 是 模糊 数学 的 重要 组 成 部 分 ,20 年 
来 得 到 很 大 发 展 ,已 经 提出 各 种 不 同类 型 的 模糊 测度 与 积分 的 框 
架 , 所 用 术语 也 不 尽 相同 . 限于 篇 幅 , 本 章 着 重 介 绍 营 野 道夫 
(Sugeno) .Zadeh Klement 与 何 家 储 等 人 引入 的 几 种 模糊 测度 与 积 
.分 概念 及 其 基本 框架 . 为 了 避免 混淆 ,所 用 术语 自 成 体系 ,在 分 明 
集合 情形 ,一律 不 冠 “模糊 ?词语 ,为 了 区 分 各 种 模糊 测度 概念 ,分 
别 冠 以 最 先 提出 该 概念 的 人 的 姓氏 第 一 个 字母 . 

本 章 主要 内 容 包 括 : 半 测 度 与 积分 ,S, 型 测度 及 其 积分 ,模糊 
a 代数 与 模糊 o 软 代数 及 其 可 生成 性 ,模糊 半 测 度 与 模糊 测度 , 模 
糊 可 测 映 射 与 模糊 积分 等 . 


$1 半 测 度 与 积分 


定义 1.1 设 和 是 论 域 ,erG (0X) 满 足下 列 条 件 : 
d) XES; i 
(2) AC YA EL, 
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(3) (A, >) CA ÜA, € 
称 .of 为 X EKW o 代数 ,上 且 称 (X,._x ) 为 可 测 空间 . 
PR DEL, HE -ex 中 对 可 列 交 、 差 .对 称 差 运算 封 闲 . 
定义 1.2 设 (Xe 为 可 测 空间 ,映射 m:-ez 一 [0,co] 满 足 
G) m(Ø)=0; 
(2) 4,BE Z B.ACB->m(A)<m(B); 
(3) {Ann >PO HE AT Anm U A) =limm(A). 
则 称 普 为 (和 -er 上 的 半 测 度 , 且 称 (X,-ex,m) 为 半 测 度 空间 , 特 
别 , 如 果 "OO < 二, 称 之 为 有 限 半 测度 空间 ; mR m(X)=1,3kK 
之 为 正规 半 测 度 空 间 . 
如 果 半 测度 m 还 满足 
U) (A,n21)C% (x) AnA >m f) A) = limm(A), 
则 称 m 为 强 半 测度 . 
定理 1.1 im jECX, er) 上 的 半 测 度 . 
d) WF A, BE, W 
m(A Ü B) Z m(A) V mB), m(A í) B) < m(A) A mB). 
(2) HIR IA ,n21) e , 则 
m(Ü A) > V mA.) „mf 4) <A ma). 
“证 明 是 简单 的 ,从 略 . | 
定义 1.3 设 mn 是 可 测 空 间 (X,-x EMRE. 
(1) 如 果 4,BE Z R ANB=Ø, Nj m(AUB)=m(0(OA) 
V m(B). 8 m 为 S 型 测度 且 称 (4X,_ex ,m) 为 S 型 测度 空间 
© (D) #mE A,B€AB ADB= 他, 则 m(C4UB) 一 m(C4) 十 m(B)， 
称 m 为 型 测度 ,简称 为 测度 , 且 称 (X;4,m) 为 测度 空间 . 
定理 1.2 设 集合 函数 m:.xf->[0, 十 coJ 适 合 m(@)=0, Hl 
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下 列 各 命题 相互 等 价 . 
D m 为 8 型 测度 . 
(2) mm 为 半 测 度 目 Y 4,BE of ,mCAUB)=mA) V mB). 
(3) V {41n>1} EAN4=G,i#j 则 m(UA4.) 


WD V ASD A m Uh) = V mCA) 
证 明 (DSD 如 果 m 为 5 型 测度 ,显然 ,m 是 半 测 度 ， 
V 4,BE wf, 则 AUB=4U (BN 站 4 ) 且 4nCan4 ) 一 好 .于 是 
m(A Ú B) == mA) V mBN A). 
同 理 , 有 
m(A Ü B) = mAN B' ) V mB). 
再 由 mCB N A) < mB) mAN B' ) < mC, WJ 
m(A U B) = m(AÀ) V m(B [) A) V m(B) V m(A f B) = m(A) V mB). 
(2) 二 (1) BA. 
(1) 过 (3) ”由 归纳 法 易 证 :Y 41,…,A4,E2x, 且 4 门 4)=@ ,i 
天 和 有 
m( V A) = Vm(A) 
WY (A.,n2>1)CA H ANAD itj H 
m(Ü A) = limm( Ü 4) = lim V nC) = V mA. 
D> RUFO (C3) 的 证 明 . 
US) V A,BE.Y , 令 A=A4,A=B,4,= Ø ,n2>3, Wi 
` m(A U B) = m ÜA) = V m(A) = nA) V m(B) 
XË AGB, Wj m(A)<m(A) Vm(B)=mCAU B) =m(B). 
再 VY (AnD, H AA, M 
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m(U4) = V m(A) = limm(h). 


即 已 证 明 m 为 S 型 测度 . 
D>) 类 似 于 (4) 二 (2) 的 证 明 . 证 毕 . 
推论 EX, g, mH S 型 测度 空间 , 则 


(1) 
(2) 


V A,BE x mA)—=m(AN| B) V ml ANMNB' 2. 
V AEA, mA) Vm(A' )=m(X). 


下 列 各 命题 相互 等 价 . 


(1) 
(2) 


(3) 


m 为 (X,-x) 上 的 测度 . 

mH AO ERPE, EY 4,BE -wx ,有 
m(A Ú B) + mA fN B) = m(A) + m(B). 
V ASDI, R. A A =Q ij, A 


m(U 4) = Dyma). 


请 读者 自 证 . 


推论 


(1) 
(2) 
(3) 
(4) 


Ë (X ,x ,m) 为 有 限 测度 空间 , 则 

VABE A mA)= mANMNB + mAN B' 5; 
VABE om(A--B)= mA)— m(A [) B); 
V À € em(A') = m(X) — m(A); 


V {AnI IA, A EA AmE A) = limm(A). 
s= 1 Roo 


以 下 凡是 经 典 测度 论 中 的 概念 和 结果 ,一 律 直 接 引 用 . 欲 知 其 
详 , 可 参看 有 关 测 度 论 方面 的 著作 . 

现在 我 们 在 半 测 度 空间 (X,.wx ,m) 的 基础 上 .建立 积分 理论 
的 框架 . 众所周知 Lebesgue 积分 是 测度 论 中 最 重要 的 基本 课题 之 
一 , 它 是 建立 在 测度 空间 的 基础 上 . 

定义 1.4 RAS, m EFEMERE, 为 定义 在 (和 X,-er) 
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上 的 非 负 广义 实 值 可 测 函 数 .7={ 忆 ,及 ，… 及 } 是 并 的 任意 一 个 
有 限 可 测 分 划 ,4E .x , 令 


LGD A DCAS + mC), 


LGA T) A DEA £G23 : mE N A 


则 由 下 式 给 出 的 非 负 (广义 ?实数 
L(f) A V L(f,T2 


叫做 函数 了 关于 半 测 度 m H 工 型 积分 . 记 作 | fam ;由 下 式 给 出 
的 非 负 (广义 ) 实 数 | 
L(f,4) 全 VL,4,T) 

叫做 函数 7 展 布 在 集合 4 上 (关于 半 测度 m) 的 二 型 积分 , 记 作 
|, fam . f 

MR m ENE ER së XE BRA MR LOS LAORE 
通常 的 工 积分 . 详细 叙述 可 参看 任何 一 本 测度 论著 作 . 

虽然 上 面 定义 的 二 理 积分 不 像 通常 的 了 积分 那样 是 线性 泛 
函 ,但 是 也 具备 不 少 优良 的 性 质 ， 

定理 1.4 EAA, m HEMER E, f fife 为 非 负 广 义 
实 值 可 测 函 数 ,4,BE -ex 

D MRIS | fams | fan. 


(2) 如 果 4CB 则 | ,fam < |， fèm. 
D ,GA fam S|, fram A | fam, 

| siny] ,fam S| C V pom <| Ci + foam. 
(4) | a em < | a fim A f ， fdm. 
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| fin>|， fam vÍ, fim. 
O 如果" 为 非 负 实数 , 则 | cfim= “| ， fam. 


(6) 如 果 mCO 一 0, 则 | ` fam = 0. ` 
证 明 是 直接 的 ,请 读者 自 证 . 
定理 1.5 RX, e,m) EE M|PE E B], K 为 (X,-x ERIE 
MARAR KOS Pay, GD,V z€ X, $E (E, BrE) H 
X ATR a Dana. 如 果 对 于 任何 AELG 令 
Q(K,A) = > "am 人 有 n A) 


i=} 


则 L(f ,4) = V Q(K,A) 
证 明 4 K<f PF, ERE Q(K,A)<<L(f , A), MI 
~ RE, A) S LCF, A). 
另 一 方面 ,对 于 x 的 任何 一 个 (有 限 ) 可 测 分 划 7= (E, E, 
E.) F 
= Serea ° Xris 
M) K, AX O E BJdE fn ae 83k. KSF, B. 
Q(K+,A) = L(f,A,T) 
于 是 ,又 有 
L(f,A) = V Q(Kr,A) < V Q(K, A). 
所 以 L(f.A) = V Q(K,A) .证 毕 . 


注意 | ，Kdm 了 QCK,4) ,这 是 因为 @( 。, 必 并 非 单调 不 减 的 
泛 函 数 . 

B| 设 工 为 任意 非 空 集 , 且 至 少 含 两 个 元 素 ,4 为 X WES 
RFR AADA A ,X). HRE m(@) = m(A) = mA ) = 
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0,m(X) = 1 5 K = Z, + 2X ,不 难 验证 ,m(，。) 为 x 上 的 半 测 
度 ,而 且 | kdm = 1 IB Q(K..X)=0. 

还 要 注意 ,一 般 | Kas] Gedim ,这 是 因为 中 不 一 定 
满足 可 加 性 . 

不 难 证 明 下 面 的 定理 ， 

定理 1.6 设 (X,.er,m) 为 半 测度 空间 , V 4 € -or, 令 
ma( * )=m(A[ e) WI 

D) mC DHA A) EFWE; 

D 对 于 任何 非 负 广义 实 值 可 测 函 数 ,有 


| a fdm =Í fima. 
定理 1.7 设 (X,- sm) 为 半 测 度 空间 , (y, ;之 1} 为 一 列 单调 
不 碱 的 非 负 广 义 实 值 可 测 函 数 , 且 limf==f, 则 
| iim | f.dm = | fam. 


证 明 显然 , | fam < | fdm.V n 之 1, 则 lim | fim < 


| fdm . 


另 一 方面 , 设 天 为 (X,-x) 上 的 非 负 简单 函数 , 且 K< y. 任 给 
常数 cE (0.1), B, = (z € X|f.G) > eK(2)) ,显然 ,BE B, — 


... B ÜB, = X, Ili 
| fam > | a> | , Eim Z qO, nə. 
RIRE, EX, A) EBENE, TE 
lim | fudm > QcK ,X). | 


再 令 c 一 1, 则 得 
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mm | 了 dm > Q(K. X). 
又 由 定理 15 得 


| fim = V Q( K. X) < lim | frdm. 
KSS m 


综合 上 述 ,得 证 lim | fn 一 | fum .证 毕 

由 定理 1.6 与 定理 1.7, 立即 得 

定理 1.8 OX. o ,m) 为 半 测度 空间 .{f.,n 宇 1 为 一 列 单调 
不 碱 的 非 负 广 义 实 值 可 测 函 数 , 且 Jimf. 二 了 , 则 对 于 任何 AE, 
有 


lim | frm = | „Jam 
定理 1.9 RX er ,m) 为 半 测 度 空间 , orl) 为 一 列 非 负 
广义 实 值 可 测 昂 数 , 则 
| Gamze < um | £a. 
定理 1.10 设 (X,orm) 为 半 测 度 空间 , (f.,n2 1) 8 —#J]3E 
负 广 义 实 值 可 测 范 数 , 则 


< 


| Arm < A | fan VY | tam | OV Saam. 


定理 1.11 XA my) 为 半 测 度 空 间 ,7 为 任 给 的 非 负 广 
LHT MLG, E OX, e ) 上 的 半 测 度 . 

下 面 我 们 讨论 一 种 新 的 积分 一 一 8 型 积分 . 

定义 1.5 WX, ,m) 为 半 测 度 空 间 ,f 为 (X,_zx) 上 的 非 
负 广 义 实 值 可 测 函 数 , 则 由 下 式 给 出 的 非 久 (广义) 实数 
| SP A. V [e A mf >a) 


称 为 了 关于 半 测 度 mn 的 型 积分 , 记 为 | Som. ERGS ie 
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EXIf(z) 之 4), 以 后 不 再 申明 . 
如 果 4€E .7Y, 则 由 下 式 给 出 的 非 负 广义 实数 
SGA ANV e A mAN GSD) 


称 为 了 展 布 在 4 上 (关于 半 测度 m) 的 5 型 积分 , 记 作 | ,7 

由 上 面 定义 ,容易 证 明 

定理 1.12 设 ( 人 X, -oem 为 半 测 度 空 间 ,f fisa 为 非 负 广 义 
实 值 可 测 函数 ,4,BE =. 

d) V a 宇 0, 有 


A m(A n GSIS] f ° m < a V mAN G > 22. 
D WETfEDLEOKAK oH | cem = e AmA). 
DO #r<r ml om | nm. 
G) 车 4GB 则 | ,fom 人 | fom 
G mA em) emA | fom 

A av GND 
(6) [aten] femA | fom 


<f mv ,femn<| fem. 
Hit WE mH, wO EKI S 型 测度 , 则 
| AVD m= | fomV f fom 
D | nfom=] femVy | fom: 
定理 1.13 ”如果 m(4)=0, 则 对 于 任何 非 负 广义 实 值 可 测 函 
数 放 有 | ,fm = 0. 


证 明 : 由 o<f f ° ms mCA [) (f > 0)32 < m( = 0, 立即 
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得 证 . 证 毕 . 
定理 1. 14 | f° m = + 8Y a € C0, + co) ,m(f > a) 
一 十 æ, 
证 明 ”必要 性 . 如 果 了 mwE 50, 十 co) ,使 得 m(f 福 oo 到 二 co， 
则 由 定理 1. 12(1) 知 | 
| f ° m & V m(f > a) <+ co. 


此 与 | 7 。m = 十 co 相 矛 盾 

充分 性 . 因为 VY a€ (0,+=o),mCf2>a)== +oo,JlJ a À m(f>>a) 
一 “所 以 | fem Va =+ o. 

由 本 定理 直接 可 得 

推论 | fm<tcoetee (0,ooJlmG >a) =+ eo) 是 

ARR. 

引 理 1.1 设 G(Cz) 是 Ca, 十 cc) 上 的 单调 不 增 函数 (其 中 a0) 

CD #m V G A GG)J) = z W| z = V. AGG. 

(2) VG A G(z)) = ze€@*G(z; + 0) < a< G(xo 一 0). 

(3) VG A GG) = A z V GG). 

证 明 (1) 显然 . 

(2〉 ”必要 性 . 对 于 任何 mm € Ca, 十 oo0) 均 有 

z À GG) < V (z MG < z V a). 

PK M r> zo PF, zo >r AC) =0 0) AE, G (zo -L 0)<Cz X. 38 zi | 
< 时 ,rzo<z V 0 (zi 二 G(z1) ,因此 ,ro<c(zo 一 0). 

充分 性 .如果 GG + 0)<xz| <G(a — 0), MJ h G(x) 的 单调 不 增 
EAM, V [zAG(z)]<zo; 另 一 方面 , 取 单 调 不 碱 序列 (z,,n 之 1) ,使 
TẸ lim z, = zo ip R 2 一 4 为 平凡 情形 ). 4 nokt, GaC) y 
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V (z A G(z)3 > lim (z, A G(z,)3) = zo A G(x0 — 0) = zo. 
所 以 V (z A G6G222 = zo. | 

(3) 显然 ， V [z A GIS A [z V G(z)] .如果 等 号 不 成 立 ， 
则 存在 zx:>a, 使 得 

zo. V [z A G(z)) < z, <A [z V G), 
则 由 (2) 知 ,G(z1) <G (ze -0)<ze<i, JN Ifl 
z, = a, V G (z, ) z A Cz V GCCz)]， 
发 生 矛 盾 , 故 必 有 
V [z A GG)J) = A G V G(Cz)]. 

证 毕 . 

由 引 理 1. 1 ,不 难 证 明 下 述 定理 ， 

定理 1.15 (1) f fom | feom= V CoNmd 

aE [0,20) 

> a)). 

(2) | f ° m = tmf > z+) S ri < m(f > n — 0). 


(3) | feom = At V m(f > o)2. 


推论 1 如 果 | rom = nM V ó € (0, +œ), H 
Q) m=i M t A mQ > a) OEN ER EO, 
zÜ) ` 
zo ó = A (Ca V md >a); 
D mQ >n $) = A (e V mQ >a) 2, 


a€ (0,z— ó: 


mf > ro + ó) = Via A mf >a) < zo; 
(3) t= V RG A m(f > ao)] = 


a€ G 


A (aV m(f > 
gog ta) 


a€ Ç 
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a)). f 
推论 2 a) | fm = omg > 0 = 0 


(2) | t° m = 0ƏmtA D G > 0) = 0. 


推论 3 如 果 非 负 实数 mm BE n=n G>) N| f om= n 
定理 1.16 (X, ,mm) 为 半 测 度 空 间 . 如 果 对 于 任何 一 个 
非 负 广义 实 值 可 测 函 数 f, 令 
SP =| fom, 
. 8" (f) = V (e À m(f > a), 


Š (f) = V ACASO A m€A)) 
MED = S' (f) = SCD). 
证 明 首先 证 明 S' (#4)= SC). 
ER SOSS (f). WE SG =o, N S (有) 二 十 oo. 如果 
S(f)=z=<-+co, hE 1. 15 知 
mS >> za) < S(f) < m(f > zx — 0) < m(f E zx — 0). 
一 方面 , m(f > za) = m(f > z + 0) < m(f = z + 0); 
另 一 方面 ,V z > zo, z, € (zz) ,使 得 
m(f > z) < m(f > z,) Smf > z). 
从 而 ， 1 了 之 2 十 0) 委 mmCf > xo) . 
综合 上 述 ,得 m(f È xz, + 0) = mf > z) .于 是 
m (Jf Z z + 0) < S(f) < m(f > zx — 0), 
根据 引 理 1. 1, 立 即 得 证 S* (= SC). 
现在 证 明 Š(f) = S" (f). 不 失 一 般 假 设 S' (f) <+ eo. 
V 4€ x, 邻 a = AS WJ AC (f 2 a) € Z ,于 是 
Š (f) < V (e, A m(f Z a) < S* (f) 
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又 因 a< A {f(z)1f (4) 之 a) 与 (之 a) Ex, 则 
SP < VICA (FO)N >a) A nG Sa) 
< yA GAEO A m(A)) 
一 S(f). 
所 以 EC) = S* (f) .证 毕 . 
Ë 由 定理 1.16 可 知 ,对 于 任何 一 个 非 负 广义 实 值 可 测 函 数 
了 的 5S 型 积分 ,可 以 有 8(f),S*(f) 与 (Ff) 三 种 形式 不 同 的 等 价 定 
x. 
定理 1. 17 WX, Z m HEMER N , fonal E — #j é. 
调 不 减 的 非 负 广义 实 值 可 测 函 数列 , 且 im, = f. MI 


im | m= | fon 


证 明 显然 ,7 也 可 测 ,而 且 lim | fen<f f° m. 
XY a>0, Í f. ° m Z: a Am, >a). HF rott, G> 
a) Z G >0), Mim G. >D =m G>), FE 
im | fem an limm(f, >a) = a À m(f >a) 
所 以 又 有 tim | Fa m> | f ° m .证 毕 . 
下 面 的 引 理 1. 2 是 显而易见 的 . 


引 理 1.2 设 (X,er,m) 是 半 测 度 空间 , 则 对 于 任何 AC OZ, 
有 


| fomm. 


定理 1.18 R(X, m) EFM E Z A, Yy c€ O, +o), 
有 四 
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(1) | (c V f) ° m = cv | f ° m) 人 m(X2; 


» | CAPDem=eA| fom. 


证 明 (DAA 
) (m(X) ,24 0 < a < c, 
CV f>a) =< 
meVf>a im(f > a) , 4 a > c. 
则 m(e V f > c — 0) = mX), mle V f > c) = m(f > o. 
如 果 c 宇 m(X), 则 
m(X) = c A m(X) =| em<| (c V f)em SmX). 
于 是 ,| cv p :m=mC=(eV| fem An. 


MRDA >| fem 
meV f>) = m(f >) < c < mX) = m(c V f > c — 0). 
于 是 ,| (cV J> *m=e= v| f ° m) Am(X). 


ma<| £. m ea=| fom 
mc V f > z, ) =m(f > z, <| fom 


=z < m(f > z — 0) < meV f > z — 0) 
于 是 ,| (cV f) ° m===rev | f ° m) Am(X). 
综合 上 述 , 即 得 所 欲 证 . 
(2) 因为 
‘m(f >a) 当 a< co, 
m(c À f > a) = < 
m Ø), 当 a = c. 
则 m(cA f>c—0)=m(f2>c—0),m(c Af>>c)=m(@)=0. 


MRS + mW 


me Af>0=0<e<| f ° ñ < m(f > c — 0). 
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于 是 ， | CAP) *m=e=cA | f ° m. 


如 果 >| f ° m=z, WI 
m(c À f >z, ) =m(J > z, ) < z,< m(f > z —.0) 
=m(c 人 f > z — 0) 
于 是 ,| CeA 7) ° m=n=cA | f ° m. 
综合 上 述 , 即 得 所 和 欲 证 .证 毕 . 
定理 1.19 WOX, ,m) 为 正规 半 测 度 空间 , 则 VY 4E w ,有 
| ,iem=| (f A Xs) ° m. 
证 明 由 引 理 1.2 知 ,| fenm. 


| fem= Ya A mAN G 20), 


a€ (0,12 
HV a€ (0,1), 有 
mLAN (f Z a)J =m, Z a) N (Ff Z a 
=mL((f A Xa) > a), 


则 
[fom= V {ah mAN G 203) 
4 s€ (0,13 
= V {a AmC A X) > a) 
a€ (0,13 
=f (f A Xa) ° m. 
证 毕 . 


引 理 1.3 W (X, -er,m) 是 半 测 度 空间 ,e 为 正 实数 , 则 
| eD | 人， 
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证 明 | ,cp m= V la A mt Gof > aD) 


( a 1 
=e ysa ren eD) 
>e ) 


c 


证 毕 . 
定理 1.20 RAX, ,mm) 是 半 测 度 空间 ,0<m(X)< 十 ce, 则 
| rm=| (f A m(X)¿,J ° m. 
WEBA 由 引 理 1.3 知 
— $. r 
f, r° m = mo) | 4m(X) mX)’ 


而 且 容易 验证 ,到 (> 为 正规 半 测 度 , 则 由 定理 1. 19, 得 


[m= | (机 和 二 
再 由 引 理 1. 3, 即 得 
[fom= | FA mK + m. 

证 毕 . 

推论 D | fem=| SAn. mi 

(2) m4)=| [m(X)X,J ° m. 

定理 1.21 RA, A,m HEMER E, <m), 
(A,,n221)A 为 单调 不 减 序 列 ， 且 lim4 一 4, 则 

mm | se m=f fem 
证 明 由 定理 1.20 知 
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| 7 om=| (f A m(X)Z, J ° m, 


| fem=| (f A MCX) ° m. 


又 当 n>}, 
f AMOD, Zf A mO, 
则 由 定理 1. 17, 得 


tim | fom=lim| Cf AmA ° m 


R00 


=| Cf A MXX ° m 
Sf rem 
证 毕 . 


定理 1.22 设 (X,-er,m) 为 半 测 度 空间 ,0<m(CX)< 十 ce , 则 
SCf,，) 是 (Xer) 上 的 半 测 度 . 

证 明 显然 ,8(f, 儿 )=0, 且 Y AE, SG, AS. FER 
1. 12(4) 与 定理 1. 21 知 ,SCf,。) 是 半 测 度 . 证 毕 . 

定理 1.23 设 (X,-er,m) 是 半 测 度 空间 ,有 t+ 一 [0, 十 co),Sz+ 
为 R+ 的 所 有 Borel 集合 所 成 的 o 代数 ,对 于 任何 BE 经 + 令 

1 (B) = V (z|z € B), 
则 

(D MERA EB ENE, 
D 对 于 任 给 的 了 5 AC, gl) =mAN (f>2>2)2, V z 


€ B+. 那么 有 
| ,som=| ga ° m*. 


证 明 (1) 显然 . 
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(2) 容易 验证 ,94(。) 是 R+ 上 的 单调 不 增 右 连续 函数 . 假设 

| af ° M= To. 由 于 
a < rogala) = m(A N C > a)) Z ze > ml N > 3 
=g4 (to). 

W a < ro (g, > a) = (mCA N (F>) > a) D [0,20), 
a > z (g, >a} = {mLAN GF >z) > o) C (0,zo). 
所 以 

m* (g, > zx — 0) = tim m* Cga > a) > m* [0,7x0) = zx, 


m" (ga > za) = lim m* (g, > a) < m° [0,0) = to. 
再 由 引 理 1. 1, 即 得 
| gm =a=]| fom 
证 毕 . 
定理 1. 24 设 (X,-e,m) 是 3 型 测度 空间 . {f,,n 之 1) 是 一 列 
D | Eem v mm 
D fa fem] d, n. mi 


a=i 


(3) SCf1* ) 是 (X,-x) 上 的 8 型 测 度 . 
证 明 D | ,OVID m= Ny {a Aman OV f.> e) 


= V {a A mC V CA N Cf. > 2) 
=V (A (V m(A N (f. > o))) 


(V {a A mCAN (f. > a)2) 
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= V CV {a A m(A (f, > a)2)2 


s=] 420 


-rw 


(2) 由 (1) 与 定理 1. 20 立即 得 证 . 
(3) H S(f,@)=0 与 (2) 立 即 得 证 .证 毕 . 


8 2 S 型 测度 与 S, 型 积分 


定义 2.1 设 (X,-o) 是 可 测 空 间 ,Y 2E (0, 十 co), 对 应 的 集 
合 函 数 g;:-x7 一 [0, 十 oo) 满足 下 列 性 质 ; 
(1) gs 是 (X,-ef) 上 的 有 限 半 测 度 ; 
(D V A,B€.%,AD B= 2 , WI 
g,CA Ú B) = g,(A) + gCB) + 2g.CAD9.(BD. 
则 称 g; 为 8; 型 测度 , 且 称 (X ,ex ,g,) 为 5; 型 测度 空间 . 
定理 2.1 S, 型 测度 z 具有 下 列 性 质 . 


_ 9B)— gl(A) 
(1) V A,BE.w ,ACB=>g,(B 4= TCO . 


is g (X)—g(A) 
(2) VAC.Z,g,(A )= TITANCA . 
(3) V (A.,n21)C- , A Y A—limg,(A,)=g.(A). 
(4) V {Anl E, ADA = D ij, A 


%(Ü 4) = + 194)] — 1). 


1 
À a= 
(5) Y (A.n221)C , 

a ÜAK FTO + 400423 — 1). 


证 明 〈1) 由 于 
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ga(B) =g LA U (B — A)) 


即 得 所 欲 证 . 


(2) 由 4 =X 一 4 与 (1) 即 得 欲 证 . 
OD AYAR A 4 由 (2) 与 9 为 半 测 度 ,得 
limga(4,) = lim HX) aA) 


g.( X) — limg, (A, 
1 十 4 


1 + å limga (A, ) 
pX) 一 g, CA! > — 

=F apay CD. 
(4) 首先 
ga lA U Az =g, (A) + ga CA2) + àgi CA )ga CA; 


假定 
则 


二 {C1 十 Aga(A1)JL1 十 Agi( A, J 一 1) 
0(U4) 一 元 (CI 十 Ms(C4D 一 1)， 


e= =ga[( Ùa) U A+) ] 


(C + ÜA DIC + 2ga A) — 1) 


(ci + n (1 + Ag.CA.)) — 1C + gal) — 1) 
+1 

n (HU + 2g,(A,)D — 1) 

于 是 ,对 于 任何 正 整数 22, 1⁄8 


0CU4) = FAIC 十 (ADD 一 
再 令 k— oo . MU AZ A, 9 于 是 
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oo k 
gal U A.) = limg,( U4.) 
r=] k—=o0 = 


= TC 十 入 (4 — 1). 


(5) BU A= CAA A )( 令 A= 2). M 


g.( U4) 一 纪 ( U 4A ‘od’ a= 1) 


(H Q Fagl A.D — 1) 


<— (I + Aag) — 1). 

证 毕 

推论 设 (X,-xY) 为 可 测 空 间 ,X4E (0, 十 co). 如 果 集 合 函 数 
gs:vez 一 [0, 十 ce) 满足 下 列 性 质 : 

GD wC20) 一 0 

(2) V {Aal SA, AND GA) 8 

n ÜA = HDU + 4) — 1) 

则 g 为 8, 型 测度 f 

定理 2.2 设 (X,-x) 为 可 测 空间 ,Y ?>0,9 8 (X, Z) EIE 
一 人 型 测度 . 令 多 (= 一 Im 十 2 I gz 为 (X,-zY) 上 的 测 
度 . 

证 明 gD) =n Hag D=. 

V {AnS ANAG ij M] 

gi (ÜA) =In(1 + Ag Ü ADI = {TTC + ACAI) 


= Ym + 26403 = 319 (A). 


a=l 


所 以 22 N X, o ERME. EE. 
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推论 设 m 为 (X,x) 上 的 任 一 有 限 测度 ,VYV 40, 令 
ao = (eo — D. 


W g B (X, y EB S, 型 测度 . 
证 明 Øie. 
V (A.,n221) Z. , ANAS @ ,:2 j, WI] 


Z (ÜA) =A ert — 1) = L ¿Esa — 1)) 
x=1 À À =l 


= 二 CITew D = HTO FACA — 1). 
s=] s=1 


所 以 p 239 (X , ay E BJ S, 型 测度 . 证 毕 . 

注 1 如 果 g(Z)=1, 此 时 ,4 可 以 扩大 取 值 范围 成 XE [一 1， 
十 co), 特别 , 当 ?= 0 时 , 称 g X (X, er》 上 的 概率 (测度 ). 一 般 的 
模糊 数学 文献 中 称 这 类 正规 的 8; 型 测度 pA 4 B Jl F 
测度 . 

注 2 为 了 简化 记号 ,对 于 任 给 的 正 实数 ,在 不 致 混淆 时 ,9 
简 记 作 9, 对 应 的 测度 y? 简 记 作 y ,以 后 一 般 不 再 申明 . 

定义 2.2 令 R+=[0, 十 ce), 任 给 >>0,VY a,b€ Rt, RE 


a $b aa + b + iad = —(( + A) (1 + 30) — 13 


atb ALC + A — 12. 


引 理 2. 1 (1) 0OÍ4bo=b540=b; 
(2) akb=1 aate. 
(3) Gak o= 04o). 


(4) #Flima, =a, limb, =b, Mj lim (a, £b.) =a £b. 
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(5) V (asn21)CR+ 2. a= aa... 


Dm = (IC + âa) — 1) 


引 理 2.2 (1) 0ĉa=a? 0=020=0,12b=b. 


(2) Vua,da€Ri,(a + a)? b=a 7 (a 10), 
Cat a) $ b= (a 25) Ca, 2 b). 

(3) V b,b € Rt,a 2 bp) = at h)a Catb). 

(4) H lima, =a, limb, =b, J lim (a, ° 1, =a b. 


(5) V (a), (2.} CR+, 则 


Dia k) = — CQ + by 1). 


引 理 2.3 VER, G ga) =n Hir), g aE (e — 
1), 则 

(1) p0)=0,p(0)=0; 

(2) g lpla)]=r, plp 1(z))= r; 

O gC2 at= Dapo RE 


Da bo = p Sap); 
WO PS ab) = XV Ca, 97102. 
或 等 价 地 


È ab, = g: >» (a, Ú pTi) 


引 理 2. 1 到 引 理 2. 3 的 证 明 是 直接 的 ,请 读者 自 证 . 
定理 2.3 BX -ez 为 可 测 空间 ,>0, 集 合 函数 7. o — R+ 
适合 g( 名 )= 二 0, 则 下 列 各 命题 相互 等 价 . 
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(1) g% 5; 型 测度 . 
(2) V (A n> DTL, ANA =D ,; j 则 


°° 


(UA) = Vg). 
a=1 sapi 
(3) 9 人 p。9 为 测度 . 
(4) g 为 半 测 度 且 V 4,BE x, 有 
gCAU B) £ g(a N B) = 9C4) F968). 
证 明 (1)=>(2) 由 定理 2.1(4) 与 引 理 2. 1(5) 即 得 欲 证 . 
(2)>(3) V {4i,n 宇 1)C ,4 站 4j= 名 ,i 尖 j, 由 引 理 2.3， 


o (U4) =P U AD = pC IAD 
一 i ` x*=1 


=J pe (A) = Dg' (A) 
与 g* (Ø )=p D) =p0)=0. 得 证 . 
(3) 之 (4) 由 定理 2. 2 øe, g= p gH S, 型 测度 ， 
从 而 是 半 测 度 ,上 且 VY 4,BE x ,由 引 理 2.3, 有 


gA U B) FAN B) =p PCA U B)3 + pC CA N B) 
=p g" (A U B) +g° (AN 53 
=g''(g* (4) + g* (B)) 
=o {pCg(4)) + pg(B)Y) 


=g(4) $ gB). 
(4) 二 (1) 显然 .证 毕 . 
下 面 给 出 s, 型 积分 的 定义 . 
定义 2.3 RX, u, H S, 型 测度 空间 (4% 汪 >0),F 为 (X， 
2 ) 上 的 非 负 可 测 实 值 函数 ,T= {41,…,4.} 为 X 的 任 一 有 限 可 测 
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分 划 , 令 
SED = PCA FOI Š g(AD. 
则 由 下 式 给 出 的 非 负 (广义 ?实数 
SP =V KGT) 
称 为 函数 了 关于 的 & 型 积分 , 记 作 | fw 
如 果 令 l 
SAD = DEA FOI Š g( N 2. 
则 由 下 式 给 出 的 非 负 (广义 ) 实 数 


S,(f , A) = V8:(f,4,7) 


称 为 函数 了 展 布 在 集合 4 上 (关于 9) 的 S, 型 积分 , 记 作 | ° fay. 
定义 2.4 RX, Z, S, 型 测度 空间 (4 二 0),f 为 (X， 

. 刀 ) 上 的 可 测 实 值 画 数 , 矿 与 站 表示 了 的 正 部 与 负 部 , 即 f+ 二 了 

Xen 与 f = (— f) Xvyco,; 对 于 任 给 4E€ .x ,如 果 


fi uct W e 


且 称 之 为 了 展 布 在 4 上 (关于 D S, 型 积分 . 
s MRVAC, ||? a| <+o, 称 /为 品 型 可 积 函 数 ,在 不 
混淆 时 ,简称 为 可 积 . 

定理 2. 4 f ROf R. 

证 明 是 直接 的 . A. 

引 理 2.4 9 与 9 为 保 并 \ 保 交 映射 , 即 V (jE) ER, 
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pV ad = V pa) pla) = A o(a;), 
JE 了 JEJ J&J J€ J 
g (Va) = Vg l(a),g CAG) = Ag Ca). 
j€J j€ J J€ J j€J 
证 明 WMR V a= +20, MY n>1,3 JE 使 得 aao a), 
MT pla Spl an) =n. FEA pl V a= V pa) = oo. 
如 果 V a< Hoo. 由 mp(z) 王 In(1 十 ia) 的 严格 单 增 与 连续 性 即 
得 gp( Va) = ypa). 其 他 三 个 等 式 同 理 可 证 . 证 毕 ， 
,定理 2. 5 I (X, ez yy 为 S, Æ NJ EF E A aS, f 为 (X， 
-x ) 上 的 可 测 实 值 函 数 , 邻 g` =e ° g, 则 V AEX, 
à 1, farie" 
[a = id- n, 
H. f 2 S, 可 积 全 了 为 荆 可 积 . 
证 明 首先 假设 f 为 非 负 可 测 实 值 函数 ,因为 
[ra = v DY CA Ft ¿ÇA N A) 
由 引 理 2. 3 与 引 理 2. 4,48 
| fadg = Vp CoC A 7) * [o (g(A, N 4} 


=p VCO A fE) eg" (Chi N AD) 
@) £, rEANMA 
=e fa) 
1 afa" 
= -1). 
现在 假设 f 为 一 般 的 可 测 实 值 函 数 . 因为 


o [ruf ra 
[w= 
1+4| "fo 


l 
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由 上 面 推 证 知 
| ft dg = +e 1), 
| f dg = Le = 1). 
则 . 
1 a 中 
— (e 一 ) 
à _ 2 _ l te 
和 和 = D 
1 fsa" 
= ed — 1). 


由 上 面 的 推 证 ,显然 有 :/ 为 S, TROSS 为 工 可 积 .证 毕 ， 

利用 定理 2. 5 与 工 积分 的 性 质 不 难 证 明 下 列 各 定理 ， 

定理 2.6 B(X A gH S AWEZA, f 为 非 负 可 
测 实 值 函数 ,4E -ex. 则 下 列 论断 成 立 . 

D | sw20,8| suzana. 

D KALLES limf =f N 


六 à 
lim | f.dg = | fag. 
s— A A 


O fif? G oat | ,14 =9C0 ,| om 一 


A) vao, G Da=a? | | par. 
(5) 六 与 户 可 积 一 六 十 记 可 积 , 且 

[À Ga + Soag = [ra 4 | fato 
(6) HASEL, B A A= ij 


à — A í e 
| ,fdg = > | sag. 
ñ = x 


1 


Ics 
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(7) SODRA, AO EHI S: 型 测度 . 
定理 2.7 设 (X, er,y) 为 S 型 测度 空间 (>0) , f 为 可 积 函 
数 ,4E€E .x , 则 下 列 论 断 成 立 . 


(1) i+4| | 


ftdg 
f dg 


4 
A 


£ —>0. 
D 车 isf, 且 方 与 户 均 可 积 , 则 | a< ras. 


(3) WMR fofo f ERRNO O ETRE, 


E 
à z 1 a A 
|. Ca = +n +] rag — D. 
A 1 A 
WD vacn,| G+ patata]? fyn. 
(5) # fof: BR, M ff 可 积 , 且 
, | pm 一 | Pag 
| (fi — f2)dg = 一 一 一 一 一 一 . 
1 十 af Seg 
定理 2.8 (fnll E A, g E 5, 型 可 积 实 值 函数 
列 . 


D 著 人 六 可 积 , 则 | ASA | `r. 

D #Vf 可 积 , 则 | V souy | `+. 

(3) 车 V a> LOSS >fe H lm f, = f ER, Wl tim 
| fg 一 | ` fdg. 


定理 2.9 Bfn EAX, Z ,gy EÉ S 型 可 积 实 值 函数 
3|, B limf, Slim f, 仍 是 S, 型 可 积 , 则 
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a) | ,limf glim| “fas. 


(2) | , imfO)4s2=1m | ` fado. 
定理 2.10 设 { 刀 ,>>1) 为 (X, -or,g) 上 的 可 测 实 值 函数 列 ， 
HIIS oY al, fo 为 非 负 可 积 函 数 , 若 limj, 二 f, 则 f AE, H. 


2 À 
lim | fidg = | fdg. 
n= A 4 


定理 2. 11 (forl) EX, g) EKITI RRO, 
R.|f.|<ce<+co,V 7 之 1, 着 limf, 二 了 , 则 fB, B 


lim ‘fag = | ` aç. 
$3 五 可 测 空间 


为 了 叙述 方便 和 本 章 的 需要 , 现 将 第 一 章 中 介绍 的 集 的 运 
算 集中 罗列 如 下 ,并 补充 本 书 以 后 要 用 到 的 一 些 运 算 . 为 了 不 致 混 
清 , 在 记号 和 术语 方面 稍 作 一 些 调整 和 统一 . 

令 TAC50,1],X HERT = {hkh X>) H X ERF E. 
V hh € I*. REVEX, 

并 QV h)G)=h (e) V h(a). 

交 Qh Ah) G)=h (æ) A h (z). 

和 (概率 和 ) (hi Fhe) a) =h G) +h (a) hh (2). 

积 (概率 积 ) (hih) (Ca) A Q + h) (E) =h (Oh). 

ARM MAh) G)= (h (z) +h G) A L 

ARR GQ Q@h)G)=[(h(z)+h (z)—1)V0. 

直 和 GQ -+h)G)=h(z)+-h GG)<1. 
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差 (h —h,) G)= (hi (z)—Bh>,(z)2 V 0. 

对 称 差 (h An) (x)= |h(z)—h, (z). 

žb Chi) C1) = (h (£) =1—k(z). 

h, 与 h PAZ Sh Ah =0 0(z)==0,V z€ X). 
h 与 h WESJ z€ X, &F hla) -h, G)>1. 

与 hs 不 相 重 GV z€ X,h (z) tHh (r) <1. 
推广 之 , 设 {h,jE JT) 为 7 的 有 限 或 可 数 子 系 .界定 
和 SSCL O= HCA), z€ X. 
积 Dh Dh a= ITb,G),V z€ X. 

有 界 和 PLUSA) = CEkGODA1,V z€ X. 
有 界 积 (@l)S(@M)G)=(1— E (1—4,G)3) V OY z€ 


EM Eh Z h) (7) == Z, (z)<1 V z€ X. 
(4,jEJ) 不 相交 EV LJEJiŻjsh 与 不 相交 ， 
O;,j€ J) HE SV z€ X, Zh, (z)<1. 

P (k.,n221) Sr, RE 

上 极限 lima, ima) (z) =lima, (z) ,V z€ X. 
下 极限 imat Chm ho) (z) = limh,(z) oY z€ X. 
极限 limhesy re x, limh(z) 存 在 ,界定 


(limh,) (z) = limh, (z). 
34 h,<h,+ Bf , limh, = V h,. 
oO *=1 


W hahai, limh = À h.. 
Las a=] 
引 理 3. 1 (1) hı V kk = h, + (h, — h) 
= (h A h>) + (h Ah) = h + (bh). 
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(2) h, Ab =h —(h—kh)=hOO QD ). 

(G) hi Fha =h + Chz— hih) =k + hh. 

(4) hh =h O (h Th). 

(5) hh =h + (h — (hi @h)2. 

(6) hQh=h—h' . I 

(T) by — h =h — (h A h2) = (h V ha)—h. 

(8) hh = (W 1 — h). 

引 理 3.2 设 思 ,hp€E72, 则 下 列 三 条 相互 等 价 . 

(1) V z€ X,h (z) Abs(z)=0 R h (z) V h(a)=1. 

(2) hhz =h, h = h V h. 

(3) hQhbh=—=hh=h A hb. 

引 理 3.3 RA, BEZP(X), M 

(1) X,@x,=xX, X ,=X,V X,=X.usi 

(2) KaOXs=XaXs= Xa A Xa= Xans; 

(3) A5 B 44837, 与 x, KIE. 

引 理 3.4 CA 5 h KARSh < Sh h=h +h. 
Q) (hnl PRS {h onal) 4443. 

引 理 3.5 (l)limk,<limi, H“ limh, = limh, 时 ,limh, 存在 ， 


r= 


(2) limh = V At Tima = A V h. 
以 上 五 个 引 理 请 读者 自 证 . 

定义 3.1 i&. CI" 满足 下 列 条 件 . 
Q) 1€.",Guhi10G)=1,V z€ X). 
(22 hE * —>h' € = * 

(3) (maA > V€". 


则 称 ex H fo 软 代数 . U OB (3) pk (hn = 1,2, k) C 
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=> VivnE-or' 称 -过 "为 R 软 代数 
不 难 证 明 ， 
引 理 3. 6 ”如果 .wy "为 Fo 软 代数 , 则 
Q) GE; , 
(2) JENKA ' 的 有 限 或 可 数 子 系 之 Yh, 人 hE 


(3) (ho,n21)CI*—lm,,limi € `. 

引 理 3.7 设 .wx*C7*, 满 足 定义 3. 1 的 条 件 (1) 与 (2), 则 
-ef 为 可 软 代数 的 充 要 条 件 是 : 

(1) hh € Z *=>bhbh Vb € 2 ", 

(2) (h,n>1)C ,hlimh€E Z * , 

定义 3.2 B CI, WE FIR 

d) ie<>*, 

(2) hsh EB Shh, hih BD, 


(3) (an> EZ RHES UREZ. 
则 称 多 * 为 fo 代数 . REDOR an=, e EB 43 
SERED. f ZH P RM. 

不 难 证 明 ， 

引 理 3.8 如 果 BH Fo 代数 , 则 

(D EBk €", 

(D jE 3 "fJ 8308 F => Vh AA. Eth, 
Hh, Oh, OLED"; 
je D 

(3) B'A Fe 软 代数 . 

引 理 3.9 R @*C It. BAEN 3. 2 的 条 件 (1) 与 (2), 则 
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多 "为 Po 代数 的 充 要 条 件 是 Y (hL) CB, wK A limh 
EB". . 
引 理 3. 10 RIZ ETITI. 

(1) 如果 Y ET, Z, H Fo KREMAS: 为 Fo 软 代数 . 

D MRY ET, Z, X Fo REUN SLZ. 为 Fo 代数 . 

定义 3.3 IX, A Aa E AE MRR O Xc 1 
— WAR UR 2 AA r ER F SM RDI ¿CR IX, 
A) EEFE, RX A NA (X, ax) 支撑 的 下 
可 测 空间 . 

显然 ,5(C-er) 为 Fo 代数 . 

定义 3.4 设 (,.w) 为 可 测 空间 ,hE 产 , 如 果 存 在 工 的 有 限 
n W Jy ML (A oO, A) S (a mao)}S[01] 适 合 2= 


Siak, = Vax, WPA 39 (X, 7 EA P 83838. 以 M Cuer) 记 
(X, E k F 8 58 $. 

不 难 证 明 

引 理 3.11 (D M(2) 对 于 有 限 的 V ,人 ,十 ,， OOZ 
算 闭 合 . 

D V (hn EMA Slimh, imh EE). 

(3) VBELA), (maS EMOA) A Sh iE & limi, 
=h. | 

OEN =N B MOSD R. BE Fo RA). 

定义 3.5 设 -x' 是 了 上 的 fo 软 代数 ,如 果 存 在 o 代数 x， 
使 得 x *==6(.exv). 则 称 -or 是 可 生成 的 , 且 称 (X,-er) 为 下 可 测 
空间 . 

定理 3.1 AEX ER Fo 软 代 数 ,VY 4E1,4E€ ey . 令 
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X =Z N 01) = [ula € =Z" B A € FX)), 

A =o {h| Y h € A*a € (0,13), 

其 中 (e) 2 H G £ 如 产生 的 o 代数 , 即 包含 2 的 最 小 o 代 
数 . M| ¿C C." CE). | 

证 明 由 定义 3.4 L, M (CC. *' ,再 由 引 理 3. 11 得 
EA DTA. LY h€ A SY aE CO, 1), hE LRE E). 
WE. 

定义 3.6 设 .e 为 丁 软 代数 . 如果 沿 用 7 表示 全 体 常 值 
R HISA , 则 称 .er 为 满 层 的 ， 

注 1 注意 7 既 表 示 区 间 C0,1), 又 表示 常 值 集 4(4€ (0, 
IDAK M AE C0,1) 既 表示 实数 又 表示 隶属 函数 X(z) 一 2V zE 
和 的 了 集 . 这 样 表示 方法 记号 简便 , 可 以 省 略 很 繁琐 的 说 明 . 到 底 
了 工 表 示 [0, 1 或 者 表示 常 值 P 集 全 体 , 视 其 在 文中 的 作用 是 不 致 混 

注 2 如 果 fo 软 代 数 x * 是 可 生成 的 , 则 一 定 是 满 层 的 , 因 
为 对 于 任何 一 个 代数 ez 都 有 IC Co). 

注 3 在 有 些 模糊 数学 的 文献 中 “fo 代数 ”的 定义 把 满 层 性 作 
为 前 提 条 件 之 一 (例如 Klement E). 一 般 文献 中 所 指 的 fo 代数 与 
本 章 中 的 满 层 Fo 软 代 数 才 是 同一 概念 . 

本 章 中 的 一 些 焉 集合 系 ( 例 如 Fo 软 代数 与 Fo 代数 ) 都 不 把 满 
层 性 作为 定义 中 的 条 件 之 一 . 这 是 同 Klement 等 人 所 提出 的 框架 
之 差别 所 在 . 在 下 面 的 论述 中 ,我 们 将 看 到 这 样 更 能 够 清晰 地 解剖 
Fo 软 代数 与 Fo 代数 的 满 层 性 与 可 生成 性 的 结构 . 

定理 3.2 (1) Fo 软 代数 -x * 是 满 层 的 充 要 条 件 是 q ry I< 
ARH NIE {4% 是 C0,1) 中 的 有 理 数 是 4 表示 常 值 了 集 ). 

D Fo 代数 Z 是 满 层 的 充 要 条 件 是 存在 正 整 数 a> 1, E 
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P ED EGEZ). | 
证 明 O) V 246€7,3 (Aa >l SNIA Sh E À 
二 V%, 则 充分 性 得 证 ,必要 性 是 显然 成 立 的 . 


(2) 只 需 证 充分 性 . 由 多 "是 Fo 代数 知 :首先 ,二 的 任何 正 
整数 上 次 备 二 一 卫 十 E 多 * ;其 次 ,对 于 任何 mE {0,1,… n1) 


ww 一 0 时 ,显然 和 一 0E 多 ' ,当头 0 时 ,有 全 一 Y€ 2: ;最 
后 ,对 于 任何 入 EI, 必 存在 a € {0,1,…,n-1},k 之 1, 使 得 
a= Z Sre. Br) IC: . BI 多 ' 是 满 层 的 .证 毕 . 

定理 3.3 设 (X, -or) 为 可 测 空间 , Z I, Z" (SF) 5 
S" (%)2rB||s R t Sr L BJ Pt | Fo 软 代数 与 Bo 代数 , 则 
¿C = 2 (xA € 2) U QQ D D = @-[ a € wr} U 人) 

证 明 (1) 由 引 理 3. 11(4) 知 ,5(ar) 一 -or CMa 
A*A AC.) U (g nD). I MANTA" ((X,, AC u) U (Q 
NDALA ¿CS =: (X, AC.) U (QD). 

O 由 定理 3. 2(2) 以 及 上 面 (1) 立 即 得 证 . 证 毕 ， 

定理 3.4 (1) zw 软 代数 er* 为 可 生成 的 充 要 条 件 是 

== URNA, 

其 中 Y= N01). 

(2) Fo 代数 多 * 为 可 生成 的 充 要 条 件 是 


D = |z. U lz) 0, U END), 


其 中 ra 52 N (0,1)x. 
证 明 D 充分 性 ,由 定理 3. 3 知 ,ex'= "G U (Qn 
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DEEL A -270 显然 为 o 代数 ), 故 ox * 是 可 生成 的 . 

必要 性 ,如 果 -wv "是 可 生成 的 , 则 存在 o 代数 ev ,使 得 or" 
=EL), JK W," (Y (0,112 — X. Bl 7 一 e204. 于 是 ,7 * 二 
A*a URAD). 

(2) 证 明 方法 类 似 于 (1) ,证 毕 . 

定理 3.5 (1) BAY Fo AUS Q IC Z N|." E. 
可 生成 的 充 要 条 件 是 Z, =. °. 

D 设 罗 "为 如 代数 ,二 EB*, 则 多 "是 可 生成 的 . 

证 明 (1) 由 定理 3.2 知 ,-s ' 是 满 层 的 ,再 由 定理 3. 1 知 

Lv” = ¿(69 = -oz0. 

D 由 定理 3. 2 3, IC 2". 如果 和 多 * =1, 显 然 是 可 生成 的 . 
MR BALY hE 儿 ' 与 a€1, 如 果 %。 一 名 或 X, 显 然 h。€ Zo. 如 
Rh E(D,X), V aC (0,1), 令 

h® = (1-a) @ (a A b), 
则 kc Z B. 
(1, z € ha, 
A) (z) = 1 V CA — a) + la A hG(a))) = < — 
(1 — a + AG) z € ha 
FÆ AOS EB, h E @, W| à € ¿ (@), J ü @` C 
SCB). XERE ¿(C , A B =B). MINE Z*E 
可 生成 的 .证 毕 . 

推论 OD 满 层 fo 软 代数 -er 为 可 生成 的 充 要 条 件 是 .ez。 
一 oz. 

D WE fo 代数 B" 必定 是 可 生成 的 . 

例 1 E X=C0, 1), kol) =r,2 € (0,1)..* =. CU 
1). BR e" 中 的 元 素 4 是 正方 形 区 域 [0,1) > [0,1] 中 的 连续 折 
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线 构 成 . HFX, D). 显然 -0 了 27 人 . 故 x7' 不 是 可 生成 的 
Fo 软 代数 . | 

由 定理 3. 5 以 及 注 2 知 , 满 层 性 是 fo 代数 可 生成 的 充 要 条 
件 ,但 对 于 Fo 软 代 数 只 是 必要 条 件 而 非 充分 条 件 , 例 1 就 是 满 层 
Fo 软 代数 不 是 可 生成 的 一 个 实例 . 下 面 例子 说 明 尽 管 2, = Z°, 
Fo 代数 (更 一 般 Fo 软 代数 ) 也 不 一 定 是 满 层 的 ,因而 也 不 一 定 是 
可 生成 的 . 

例 2 设 X=C0,1],4%(z)=aAX[, pY aE C01) HS 

B* = BAW ,a € (0,12). 

由 于 Fo 代数 多 :不 是 满 层 的 ,从 而 不 是 可 生成 的 ,但 <, = D. 


事实 上 B=2= Ø, (05) +). 


94 五 半 测 度 与 了 测度 


本 节 把 半 测 度 与 测度 的 概念 推广 到 斑 集 的 情形 . 

定义 4.1 EE. X ER Fo 软 代数 ,mm 为 .xzx*" 上 的 非 久 广 
义 实 值 函 数 , 即 m; r 一 [0, 十 co]. 如果 满 足下 列 条 件 (1) 一 (3)， 
则 称 m 2 a EK FERE. 

G) m(0)=0; 

(2) WMR h b € o" B. h<, N] mmh); 

O WR nS" hahar N imm Ca) =m (limh, ). 
特别 , 当 wm(1)<< 十 时 , 称 ww 为 有 限 FEME: 4 mO) = 1 时 , 称 
如 为 正规 F 半 测 度 . 

不 难 证 明 下 述 定理 . 
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定理 4.1 eE EH ENE. 
(1) MÆ h,e, 
mh V h) Z m(h) V mz) m(h A h) Smh) A m). 
(2) WMR", 
WV k) 2 V mC) ,mAh) < Å p) 
定理 4. 2 RRR m>, oo m()>0, m 3⁄9 
F EBE 5 B 05 T N o° ERES P 半 测 度 
定理 4.3 RX A, GEAD RAAK o 3 PE BJ F u| #| = 
间 . 如 果 m A -oz ERAN, H 0<m(X)<-+-eo,B) HH F 


mh) A mn) | ho V€ CO, 
界定 的 集合 函数 m(，) 为 s(x EKI FENE. 
证 明 YAE, 
m(X,) = n | x, ° =I = mG ， mt = m(A). 


由 定理 1. 12, 与 定理 1.17 SI ,中 为 5《(-ex) 上 的 (有 限 ) 有 半 测 度 . 证 
BJ, WE m A -ex 上 的 半 测 度 , 则 由 下 式 
mCh) af hdm, VAERS). 


FERF f S 38 m ° )28 ED EH FEWE 其 中 | jn 为 4 
关于 半 测 度 m 的 工 型 积分 . 

证 明 显然 ,w(0) 二 | oun= 0, 再 由 定理 1. 4 与 定理 1. 7 H 
得 所 欲 证 . 证 毕 . 

定义 4.2 设 叉 为 了 可 测 空间 (X,-ox ¿Ce EB F ME. 
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度 . . 
(1) ”如果 入 ,hEclzx9) 且 人 有 二 0, 有 
mC V h) = m(h) V m(A), 
称 m 为 S 型 测度 . | 
(2) # h MEES), h A=, A 
mh V h) = m(h) + m), 
称 m 为 Z 型 7 测度. 
(3) ”如果 如 ,如 E656C29) ,hh 与 有 不 相 重 ,有 
m(h + h) = m(h) + mlh), 
PK m H HE FAE. 
定义 4.3 im NF 可 测 空间 (Xx ,C2 )) 上 的 F 半 测 度 ， 
且 m(UD< 十 ce, 任 给 和 >>0. : 
(1) MEMES) h Ab=0,4 


m(h V h) = mG) Êm), 
称 m 为 S, 型 测度 
(2) WME hb € ¿(O) B h 5 b PAEA 
m(h + h) = m) mh). 
PK m A Ha B F WE. 
定理 4.5 设 (X,-or,5(-e9 ) 为 由 (Xez) 支 撑 的 下 可 测 空 
间 , 丸 为 5Cex“) 上 的 非 负 广 义 实 值 函 数 且 劝 (0)=0, 则 下 列 各 命题 
相互 等 价 . . | 
D mHE ERI S d F WF. 
(2) mA PEWNE HV hh E), mC V h)=m0O)V 
m(h). 


O V (kan21)C¿C B h Ahy 0, ij N (VA) ` 
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(4) V nE) ,有 BV h) = V mG). 

证 明 OSD Vh MEGA), H {MSh} E L , {hh} 
EA ,从 而 Xaar ESCL), Xi cip EEO) B. Xt a AX... = 0, 

ni V Kacy =l 于 是 ,有 
mCi V he) =mCh A Xa) V (& A Xs < )) 
=pCh, A Xaa) V m(h A Xa ca) 
mh) V mlh) 
显然 
mh V h) Sma) V m(h) 
所 以 
mhi V h) = mha) V mha). 

(2) 二 (1) 显然 . 

(GD6(3) 与 (2) 所 (4) 的 证 明 方 法 类 似 于 定理 1. 2 的 证 明 .证 
HE, 

定理 4.6 X, Z EAX AO F S 
Eom H EAO ERER 348 83 H m(0)=0,J| FZ A Bul 
互 等 价 . 

D m ASCO Eñ) ZA FME 

(2) m NF 半 测 度 且 Y hecer), A 

m(h V bh) + mh A b) = mh) + mG). 
(3) hn) h Ah,=0.ize j, WI 


°° 


(V o= Dod) 


证 明 这 里 只 证 (1)=>(2), 其 余部 分 请 读者 自 证 . 
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V hh € éC), I 
m V b = A Yu) V Qh A Xun) 
h A b = (h À Zacni) V O A Yan) 
于 是 
f mh V h) + mQ, A h) 
=m(h A Xua.) + mC A Xain 
+m(hb A Xaa) + mhe A Xaa) 
=m A Xaaa) V Ch A Xaa] 
mh A Xa) V Qa A Kaca) 
m(h) + m(h). 


+ 


证 毕 . 
定理 4.7 设 丸 为 可 测 空间 (X,.e7 ,E(w )) 上 的 下 半 测 度 . 
WRV hh € ¿CO m(h Ah) =m h) A m(h),J m 39 S AF 
MEHEK mA ZA FNE. | 
证 明 如 果 双 为 5 型 测度 , 则 VY h... € ¿CS 有 
mCi V h) + mh A h) = Gm(h) V m) + ma) A mlhs)) 
=m(h) + mh). 
所 以 如 为 2 型 测度 
XË mH ZA FME, Y 如 ,hz€ cle7) ,hu Abs=0,# 
mh) A mh) = m(h A h) = m(0) = 0, 


m(h V hz) =m(h) + mC) 
二 [Co 人) V m(h;)) + Enh) A mlhs)) 
=m(h) V mh). 
ETEA m HSA FWE. EE. 
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定理 4.8 设 (X,.oz ,5Cez)) 为 由 (X,.r) 支 撑 的 下 可 测 空 
间 , 和 为 5C-eg) 上 的 非 负 广义 实 值 函 数 . 则 六 为 已 型 下 测度 的 充 
要 条 件 是 m(0) 二 0 且 对 于 上 (er) 中 任何 一 个 不 相 重 的 可 数 系 (L, 
n 之 1}, 有 


请 读者 自 证 . 

定理 4.9 mn HX, A EAO ERI H A F E. 

(1) #R ACC )B o€, N] m(ah)= am). 

(2) WI A Ob € ¿CO h< H mQ.) <+, mG—h) 
=m(h)— mhi). 

(3) WE hsh EECA), D) m Ch Hha) Fm hho) = m Che) + 
mh). 

. 证 明 O) 首先 , 当 a=0 时 , 咪 一 0, 显 然 成 立 . 
其 次 , 若 a= 二 ,4 为 自然 数 ), 则 对 于 任何 hE 5C4) ,有 


lpr lr. 
t+ + 元 4( 共 大 项 ) 


这 样 对 于 C0,1] 中 任何 正 有 理 数 二 E71Ne， 


rl _ 1 . 1 
Th = 2 Th = +h + = + —(E r 38) 


1 
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最 后 ,对 于 任何 正 实数 a€ 7, 存 在 单调 不 减 的 正 有 理 数 列 {7.， 
r> SANE a= limn, H 
mlah) = lm 多 Cn) = limrm(a) = am(h) 
Q) HT hikz, W) = h + (hb —bí), JA T 
mCh) = mh) + m(h — hi). 
所 以 m(h— h)=m(h)--m(h). 
(3) Hh Thb=h+ Qh — hh), 


mh +h) = m(h) + m(h 一 hh). 
WE nF 加) 二 十 oo, 结 论 显 然 成立. 如 果 mC tHo, H 
(2)8 m(hr— hh) =m(h)— mlhi). 再 将 此 式 代 入 上 面 等 式 即 得 
所 和 欲 证 . 证 毕 . 

定理 4.10 设 丸 为 了 可 测 空间 (Xer,t(x))》 上 的 下 半 测 
度 . 则 句 为 互 型 了 测度 的 充 要 条 件 是 对 于 任何 与, 因 EcC-ax) ,有 

m D h.) + m(h Qh) = mha) + mh) 

证 明 充分 性 .如 果 玉 与 六 不 相 重 , h Ohr = h + h, 
hh 二 0, FÆ, mh +h) =m) +m). 所 以 zw 为 五 型 f 测 
度 . 

DRHE, E I nh =h + O (anO) W 

m(h D h) = m(h) + m 一 (h Oh) 
WME mah) 一 十 ce ,结论 显然 成 立 . 如 果 m ah) < +o, HH 
定理 4. 9(2) ,得 

glhs 一 (h @hb)) = m) — m(h Ohe) 
综合 上 面 两 式 , 即 得 所 欲 证 . 证 毕 . 

推论 1 Wm OX. y ,E(x L BJ H A p WE J| m bA Z 
型 测度. 
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推论 2 Wm BOX, Z ,5Cer)》 上 的 下 半 测 度 , 如 果 对 于 任何 

hsh EELA), E 
mOh F h) + m(hh;) = m(h) + mh), 

WJ m 528 Z 8 p WE. 

定理 4.11 设 允 为 (XK,-or,5(-ex)》 上 的 有 限 严 半 测 度 , 任 给 
2>0, 则 下 列 命题 相互 等 价 . 

(1) mA H, FWE. 

(2) Ehl) A EARRA AE F £: , WJ 


mO = L I + mQ 1) 
n=] a=] 


(3) EVRE), G m =n HAm) B) m 39 H 83 
测度 

证 明 (O> 如 果 吉 为 H; F MIB. a h€ ¿CAD B 
不 相 重 ,有 


m(h + b) =m(h) mG) = mh) + mC) + Am Ch) m Ch) 
=A] C + mG — 1). 
R=] 


H BAR E FE A RE m2, WMR (a... CCC) 
相 重 , 则 l 


mC Sk) = l (Ta + Amh) — 1). 
从 而 ,对 于 任何 不 相 重 的 可 数 个 和 集 {h,n 宇 1) 己 6(.wr7 ), 有 


mX h) = lima Ph) = m +(][ C+ 8.3 — 1) 
z=] kas n=] m° s=] 


=A (l| G + mI — 1). 
DSO IFO RERET (h>) A 
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m" (14) =C + ¿mC Th)) 
R=] a=} 


=in( || 1 + am) 


s=] 


= J nC + Amh) ) 


PA m' 29 H A p WJEE 
(3) 一 (1) HF ¿Co pA 44836 F R h 5 h, 


m(h + h.) = +k) 一 1) = Ce apta a) 一 13 


{e Otan) o gP Ham] - 1} 


ELC + AmI + am) — 1) 
=m(h) +m). 

所 以 zw 为 H, 型 F 测度 .证 毕 . 

同 理 可 证 下 述 推论 . 

推论 3 Üm AAA AUD EHAR FENE, EA a> 
0, 则 下 列 命题 相互 等 价 . 

(1) mH S AFW. 

(2) V (hanl CEE) phi A h—=0,; j, WJ 


° 


' mCVA) = E || 1 + 2mG2-1) 
== 1 


(3) #V RECS), > m* (h) =n HAm). WJ m° A Z 8 
P 测度 . 
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例 1 如 果 对 于 任何 iE1* 界定 四 (4) 会 YhCz), 不 难 证 明 
m( OH IS ERER s A F 测度 

例 2 Rm uW zz aJ. X, G EAR 8 型 测度 ,0 二 
m(X)<-Feo,V A€ ¿(o ) ,界定 


m) < mO) f h° -5 


(x>' 
Mi m 3 ¿Ce 上 的 有 限 SA F WI BE. 
例 3 设 m 为 可 测 空 间 (X,-x7) 上 的 测度 ,VY hE ¿CoL E 
ma) a. | hdm. 


则 如 为 6(2) 上 的 瑟 型 测度 ,因而 也 是 2 型 测度 . 
例 4 m AAWE, A) ERS S, 型 测度 (>0),Y hE 
ECL), RE 


f 


mO) 会 | him, 


Mj m g ¿Ce ER H, 81 F 测度. 
.现在 我 们 讨论 F 测度 的 积分 表示 . 不 难 证 明 下 面 的 引 理 . 
引 理 设 (X,.e7 ,5(.)) 为 由 (X,.e7) 支 撑 的 可 测 空间 .和 
E ECO EIER ORKER, V AE, I mCA)=m(X,). 
(1) WÈ m 39 EAO EB FERRE, m 392 22 EREN 
度 . 
(2) 如 果 吧 为 5(-ez) 上 的 38 再 测度 , 则 mm 为 .or 上 的 3 型 
测度 . 
(3) WÈ mH EA) ER ZAR H ADF 测度 , 则 nw 为 7 
上 的 测度 . 
OO (D WRR EAO ERY 到 型 (或 5; ROF ME, m 25 ` 
-wt 上 的 S, 型 测度 . 
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定理 4.12 RAA RWE m 为 E(x ) 上 的 正规 5 型 
测度 ,V AEE 1(4) 二 如 (X4), 则 下 列 各 命题 相互 等 价 . 

(1) acj h€e( O), J| maA D= Am). 

(2) # €I AC... | m(a AX.) =a A mA). 

(3) mQ) = | hom, — V h€ ¿(2 

证 明 D> 显然 . 

(2) 一 (3) MERRIA AO EH FARR, BREME). 
则 存在 {4,i=1,2, 史 W)C, AGATA 5 1Za > 
>- >a, 20 , Ë 48 

k= V (a. A X, ). 
于 是 
mG) = Vm(a À X.) = V Ca A MCAD) 
= V Cu À me) = | hom. 

对 于 任何 hE5C_e7), 则 在 M(x) 中 存在 一 个 单调 不 减 的 序 

B| {ha n1) E ëm h,—h,j8 H m 的 下 连续 性 与 定理 1.17 有 
mh) = limma) = lim h, ° m =Í h ° m. 

(3) 二 (1) 由 定理 1. 18(2) , 知 

zw A b) = | GAD m=aA f h° m = a A mQ). 
证 毕 . | u 

定理 4.13 设 (X,.x) 为 可 测 空间 ,如 为 6(-xf) 上 的 5 型 F 测 
FEE, B. 0<m(1)2<+co,V AE, iE mA) =m(x.). 则 下 列 各 命题 


相互 等 价 . 
A) HaC REES), M maA =Ma A Ch) 


d 
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(2) 3 a€I5 AC .lB| m(a AZ.) =n aA mA). 


(3) m=) 。 | he VRELA). 
证 明 D> DER 
mes) mD), 
Q@>=> (3) WRS m°( ° =a C = T O 则 由 
(2) £ 、 
pca A ra) = PEAT = a p ME = a A m° GO. 


再 由 定理 4.12 知 ,对 于 任何 hE 5(-27), 有 


mO) _ ne (h) = om = „M 
= wD =| 1 m=] a mD’ 


所 以 


m(h) = m OO | h° 元 


(3) 二 (1) 由 定理 4.12, 得 
Ca A hb) = m(X)m°(a À h) = m(X)(a A mh)) 


mh) 


m 
= [m(X)a) A Cm(X) + ZO 


至 AS ] 一 m(X)a A mQ). 
WH. 

定理 4.14 RA AORE, A EA EEAO 
义 ) 实 值 函 数 且 mO =0,#V 4E x, 记 m(4) 二 如 (X4), 则 下 列 各 
命题 相互 等 价 . 

(1) mH HA FWE. 

(2) mA ZA FWE, EV a€ I 5 REC), A mah) = 
am(h). 

(3) mH ZA FWE, HVE 5 AC Z, A m(ak,) = 
am( A). 
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D m=] an, y Ee. 

证 明 (1 之 (2) 由 定理 4.9 与 推论 1, 立 即 得 证 . 

3) 一 (4) WRA ANO ER FAAR, AEM), M 
FE X 的 一 个 可 测 分 划 (4;,i= 1 ,2 与 |a >a, >a, 
故 由 (3), 有 

mQ) = Sipat) = X amla) = | m. 

Mua ¿C ), MJ ZE M(x ) 中 存在 单调 不 减 的 序列 {4 T> 
1} ,使 得 imh==h. 再 由 名 的 下 连续 性 与 Lebesgue 积分 的 单调 收敛 
定理 ,有 


0, 使 得 4 一 Za 办 一 Vax ,显然 , 当 ij B, Gaz.) A Casta )=0, 


m(h) = limm(h) = lim | hdm =| hdm. 


D>C) 由 例 3. 即 得 .证 毕 . 

定义 4.4 设 (X,.2) 为 可 测 空 间 ;([0,1), 多 [0,1)) 为 Borel 
可 测 空间 , 称 映射 XK:XX 多 [0,1) 一 7 为 马尔 科 夫 核 ,如 果 K 满足 
下 列 条 件 : 

(1) VY zEX,K(z,*) 是 多 [0,1) 上 的 概率 测度 ，; 

(2) YBEZCO,1), KC DÆ 可 测 的 , 即 KC: ,BE 
¿(e _ 

定理 4. 15 ROAA, m EWEX, K 是 马尔 科 夫 核 ,如 果 
VRELA 

mQ) = | KC, COAC) Idm. 


W m E roO E B) ZA F WI EE. 
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证 明 AE m OREX AAWE KO, Oka, 
-27) 到 [0,]) 的 可 测 函 数 . 
事实 上 ,如 果 hE M(x ), 即 存在 XX 上 的 一 个 -x 可 测 分 划 
(45 二 1,2,… Rn) 与 mE€7,i 二 1,2,…,n, 使 得 
h(s) = Jat, @),Y z € X. 
则 
Kf{z, C0,kC))) = $) KC, CO, a) 2) VY z € X, 
由 定义 4.4, 知 KCz,C0,h(x))j 是 -oz 可 测 的 . 
对 于 任何 hE ¿(C e) , 则 在 M(x ) 中 存在 单调 不 减 序列 h, Zh, 
则 : 
K(z,(0,hk(z))J) = limK Ca, C0,h (2))] 
是 x 可 测 的 . 
然后 再 证 明和 如 是 .2x1 ) 上 的 Z 型 测度 .首先 ， 
m(0) =| K(x, Ø Jdm =Í 0dm = 0. 


EK Ë hh € € (A), h Sh, B ER mD Lm). 又 车 h, hk € 
EC), A 


mü(h V h) + müh À ho) -| K (a, CO,t (z) V hs(z)))4m 
+| Kx, CO, MCE) N halz)) am 
-| {K[z, C0,hiCz))) + Kle, C0, ha(r))}am 


=f K Ca, CO, aD an + | K[z, CO, h:a) )Jdm. 


=m(h) + m(h;) 
最 后 r WEGA), hah Khin l, hE š Ce) B limh, = h. 则 
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KCO, CO (rz)) I ZK(z,(0,h(z))3. 
TE I 


limmCh,) =1im | KCz, C0, hs)) dn 


=| K(z, (z ,h(z))Jdm 


=m). 

所 以 加 为 C(x) 上 的 2 型 测度 .证 毕 . | 

定理 4.16 设 (X,.2) 是 可 测 空间 ,ww 是 s(x7) 上 的 Z 型 了 测 
度 ,m(1D) 过 十 co ,VY AE 记 m(4) 二 m(%). ME m 音义 下 几乎 处 
处 (a,e) 存 在 唯一 确定 的 马尔 科 夫 核 ,使 得 

mQ) = | KECO, YhE ¿CO 

证明 分 下 列 七 步 证 明 : 

d) PAWEH a€, i} m r—(0,+ co), Amla A) : 
是 (X, -ex 上 的 有 限 测 度 .事实 上 ,mo( 好 ) 一 如 (0) = 0, mX) 
m(a)< + coo. # (A,,n221)C. g H. ADD A4,= @ ,iz j, WIJ 


°° * 
m.( Ú A) =m.(lim U A. = limm(a A Z Ó +J 
s=1 bo0 *|=1 " 


Ao0 a=] 


=lim 2 mla A %4) = Yma A Xa). 
treo s=} n=1 


= P> Im. (A). 
(2) BRE m=m, BV a€ 1,34 AC. ,m(A)=0B,# 
0 < m,(A) = mla A Xa) < m(X,) = m(A) = 0. 
则 m, (A) 三 0. 于 是 ,mo 关于 和 是 绝对 连续 的 . 由 拉 东 一 尼 十 于 定 
理 知 ,存在 (Xe > 上 的 可 测 函 数 f。, 使 得 
m. CA) = | ,fa (2) dm, V À € Z 
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D 由 于 当 f, 为 (ZE, -oz) 上 的 可 测 函 数 且 YV 4E er， 
| fC) dm = | a g(z)ám 


时 ,了 (x) 二 g(x)(a,e). 于 是 ,fo(x)= 二 0,f1(x)= 二 1(a,e). EA Qo, 
示 [0,o 中 的 有 理 数 集 ,V a€ Qoo, s ER (ra n21} EQ, sP Lra 
Hr Za MY  A€ wv, 有 


| a feim =m. (4) = limm, (A) 


aoo 


= lim f dm = V f f-dm 
4 ' Elom 2 4 


=| C Y fam 


"EQ-0,a) 


` kV aE Qa, fa V fela e). 如 果 相 应 在 中 的 零 测 集 上 适当 


[0,0) 


调整 f,《z) 的 值 , 可 使 Y z€ X,fo(zx)=0,f1(z)==1,Y e€ Qon, 
f.) = V f.G). 
r€ Q(0,a) 
《4) MRA Qoa RRO rh 35 fk 8 BE 3⁄4 < 
h = V f V a € 0,1). 


则 当 0 委 s<<6p 委 1 时 ,hhp. W E. ka= h U. EH f, ESCA), NI h, € 
¿Ce I BV 4E-ex ,有 


m, (A) =Í ,fodm = | ， hdm. 


如 果 令 9(o) 二 h(x),Y a€E1,zEX. 则 4g.(0) 一 0,g.(1)==1, 而 
且 g.《。*) 在 1=[50,1) 上 单调 不 磊 且 左 连 续 , 故 Y EX, gl O ER 
布 函数 . 因此 ,gC，) 在 (C0,1), 多 [0,1)， 上 产生 唯一 的 概率 测度 
@., 使 当 ac,6E1,a< 6 时 ,有 
Q:(La, B)) = q CB)-q: (a). 
(5) 如 果 令 KGz,B)=Q,(B),V z€ X.BC Zo, ,显然 ,YY z€ 
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对 ,K(x,，。) 是 Bw, 上 的 概率 测度 ,下 面 证 VY BE Bom, KC ° , B) 
是 (X,-ex? 上 的 可 测 函 数 ,从 而 ,天 是 马尔 科 夫 核 . 令 

D = (B€ Btw|K(:,B) 是 (Xer)》 上 的 可 测 函 数 }， 
欲 证 Z; 是 g RAH Bao, =Z. 、 

BE E,KGz,C(0,1))=Q((0,1))=1,V z€X, 从 而 [0,1)E 
D, 

V A,BE Z, BZA>A, BE Zon KC , ASIK ,有 在 (X， 
A> EATA 
= A-B € Bu, KC A-B) = KC A)-KC B) EX, > LEJA 

= A-B € 2 
V (A,,n > 1) S Z,A < A 
=> {Ann > l) S Zon V na> 1. K(0,4) f#E(X, x) 上 可 测 
= tim A, € Bo, vsK(: limA, ) = limK(. AD EX, ey 上 可 测 

| > lima € Z 

则 多 是 4 系 . 令 
E = ((ae,0)|0 < a < p < 1). 

由 于 
. KG, Ca, B)) = Q. Ca, p) = q,(0) — qla) = kela) — h,(z) 
以 及 大 (，) 与 各 (，) 的 可 测 性 , 知 eC 2. ER, Ee 对 于 交 运 算 封 
H]. 因而 ,4 是 < 系 .因此 ,由 单调 类 定理 ( 即 4 系 方法 ) 知 ,o(@) 一 
Bon Z. PR, ZC So... 了 从 而 得 证 多 为 o jË 8 H. 2 
=o, 


(6) HERE MCAB AG) = 27 (a Ax, (z)),V zEX, 其 中 
{4i,7=1,2,.， `, ny hk X BJ x 可 测 分 划 ， (ws i=], 2, , snI, M 
m(h) = Duce A Xa) = s | ， ha (z)dm 


11 
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À Klr, C0, a) Jdam 


| 
-| DK Cas 0s 0) Xs Cryam 
| 


. K(r. C 0,hGza)))4m. 


WME REES), WE M(x ) 中 存在 单调 不 减 序列 {如 ,n 之 1}， 
使 得 h. Zh. 于 是 


m(h) = jimm Ch) := um | K(x, (0 ,h,(z)))dm 


=| K(x, (0,h(z))dm 


(7) 由 于 /在 m 意 义 下 被 <,e 唯一 确定 ,从 而 ,KX 在 mm 意义 
下 也 被 we 唯一 确定 . 证 毕 . f 

定理 4.17 设 (X,.w) 是 可 测 空间 ,mm 为 Ex) 上 的 非 负 实 
” 值 函 数 ,mC(0) 二 0,m(1) 过 十 wo,V AES iE mA) = m.a). ER A 
>0, 则 下 列 各 命题 相互 等 价 . 

G) m AMEI. 

(2) im m* (+ )=lIn(1+Am( m A H A F WE. 
(3) “m 3 S, EL p MUE BV aE1,hE ¿CS mah) =a 
mG). i 

U) m N S HD p MUSE BV a€ r, A€ Z H maX) = a Š 
m(A). 

G) w=| hm, v rEg). 

证 明 (1) 二 (2) 由 定理 4. 11, 立 即 得 证 . 

(2)=>(3) H EBE 4.14 Am 8 Z Tl p LEE H V a € I, 
REECE), 


4 
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m* (ah) = a * m* (h). 
再 由 本 节 推 论 3 知 ,mm 为 & 型 下 测度 且 


m(ah) = T ger eo — 1) = 1r mD] 


= 1] = G + Am(h))° — 1) 


=a Š m(h). 
(3) 过 (4) 显然 . 
(=. (2) 由 于 名 为 5 型 测度 ,由 此 , 知 V' 为 Z 型 测度 
HV 061, AE, A 
m" (az ,) =C + Amiata) = In[1 + Ala Š m (AD. 
=n] + 2° Ta + Mr(4)) — 1) 
一 ln[] 十 2m( A)J° = aln(1 + Am(A)) 
= am* (A). 
再 由 定理 4. 148m 89 H A F W| PE. 
(2) 一 (5) 由 定理 4.14 H| ,V REELE), 
m* (A =| hdm* 


从 而 ,由 定理 2. 5 知 


mQ) = 


A 
=| hdm. 


OS) ”由 本 节 例 4 即 得 所 欲 证 .证 毕 . 
利用 定理 2,5, 定 理 4,15、 定 理 4,16 与 本 节 推 论 3 可 以 证 明 
TREE. ; | 
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定理 4.18 EX ex) 是 可 测 空 间 ,m 为 5C-e 7 上 的 非 负 实 值 
函数 ,mm(0) 二 0,m(1) 过 十 co,V AE, E mA) = mxa). ER > 
0. 则 下 列 各 命题 相互 等 价 . 

(1) mX SM FWE. 

(2) Wm =n 2m( + )),m* J Z 8 F AE. 

(3) 在 m 意 义 下 存在 a.e fE —B8 E BJ RERE K E 45 


mQ) = | KC CO ns V h € ¿Co 


Ë 如果 部 为 Z 型 (或 S 型 )F 测度 , 且 mGO)<<--eo,Bluf38 
m (4), 表 成 m CG) = | KECO (R m CA) = 


| “KCz. Os)) dm), 当 且 仅 当 在 和 意义 下 ,ae 适合 YXGE1， 
K(z,(0,2))= K(z,C0,1)22= 2 BF ,m 38 H 81 GR HOF 测度 . 


85 可 测 映射 


设 R=(-o0, 十 oo) ,Rt=[0, 十 0), 儿 ,图 + 分 别 表 示 8 与 Rr 
上 的 Borelo 代数 . 

定义 5.1 设 (X,.x) 是 可 测 空间 . 

A) 设 f=(f,g):X 一 Rt 是 X 到 Rt 的 映射 , 即 V z€ x. 
g(z, ° ) 是 (0,1] 到 (C0,1D 的 单调 不 减 的 连续 函数 , 且 lim g (z , 2) = 
0. 称 了 ==《f,9) 为 非 负 ( 实 值 )F 函数 . 

如 果 了 :X 一 Rit 为 非 负 可 测 函 数 , 即 OBHS, By AE 
《0,1 ,gC， 2):X>[0,1 为 (Xe ) 上 的 可 测 函 数 , 则 称 7 为 非 负 
可 测 函 数 . l 
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D Rfg): ARE X #] P BJ F BL, Pk 了 一 (人 9) 为 
CREDE 函数 . 进而 ,如 果 f. XR 3 (X, EBJ R WP 22, B.V 2 
€ (0,11,g( e ,2):X—(0,1J28 (X, > E fJ u R 22, Pk 了 为 三 
DEEE S 

更 一 般 的 情况 ,我 们 有 

定义 5.2 BXA), Kor A JE T n] W) 2 BJ, f = (f, 
9) ;XX 一 了 ;是 映射 .如 果 了 为 (X271) 到 (Xs,-272) 的 可 测 映 射 ， 
HY 2€ (0,1],g《， ,22: X1 [0,13 BE (X, 01) E BJ BJ t) pa 32% MU 
PIRX ORKA e, J F 可 测 映 射 . 在 不 混淆 时 ,简称 为 F 
可 测 映 射 . 

定理 5. 1 EAA), (Xs,.w 23) 是 两 个 可 测 空间 ,f= (f, 
g): X> X; 是 映射 . 则 下 列 各 命题 相互 等 价 . 

D SEX AORA, AH F R 

(2) V BECCA), fT BEE). 

(3) V BEMA?) f BELZ). 

(4) V P€ .Z,,a€ (0.1), f aB ES). 

证 明 (D=>(2) V BEECS:), 2E 0,1], HE 3. ] 知 

Bu, = y E X, |g(z,22 < BG), r € FTO), 
如 果 Bu. =D ,显然 ,有 
GDR = f Bun) = @ € X; 

如 果 Bap AØ, WI 

Cf 71(B)); = {z € X|g(z,2) < BCf(z)3) 

=(=z € X|g(Gz,2) > BCF(z)I}’. 
其 中 
(z € X|g(z,2) > BHG)? 
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= U, Ct € X|gGz,2) > r) N (z € X|B(fG23 < r). 
由 于 gC* ARA, A ERW RR BC ¿(rH f (XI, o) ` 
P Ko Aa HITT WE, MATT BECO = B e COORG, 
Ao EATR, FE EX lge, Dr E, (z€ X, | B(f 
OLE. 

(z € Xi lgl, A > BEA) € -er 
于 是 
(f '(B)), = (z€ Xi |gG(z,2) > BEY € -or 
即 已 证 明 TIELE). 
(2) 二 (3) 二 (4) 显然 . 
W>) MRV p€ aE (0,13, f 1(aB°) € ¿C S.) Py 
别 取 a=1 BF, f C) €C, REAK AC (0,13, 
JB) = (z€ X |f) € B°) 
= (z € X, X=(fG)2D = 1) 
= (z € X, g(z,2) < Xefa) = 1) 
= (f (Xp), € Z, 
于 是 ， ETERA TEA ) 的 可 测 映射 ,又 
(z € X|gG,2) S a) = (z € X,|gGz,2) < (aX,) (f (2)))} 
=L f aX) h € -ez 
于 是 ,gC(* A): Xi (0,132 (X.,.27 ERWE 由 定义 5.2 
知 ,f=(f,9g) 为 (Xe 到 (Xezzy 的 只 可 测 上 映射 ,证 毕 . 
推论 1 设 (Xi,.e71),(Xs,.e72) 是 两 个 可 测 空间 ,f= (f,9): 
入 :一 是 映射 且 g:C0,1J->(0,1). 则 了 为 7 可 测 映 射 的 充 要 条 
件 是 f:Xi—> X, 为 可 测 映射 . 
推论 2 EAA) ,CX;,.27) 是 两 个 可 测 空间 ,f= (f,9) 是 
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X, 到 Xs 的 映射 . 如果 存 在 某 个 yE X,, 使 得 f(z) 二 y ,VY z€ X.. 
MFH F 可 测 映 射 的 充 要 条 件 是 VY 4E C0,17,gC。 ,加 为 X, 到 (0， 
1208 .em 可 测 函 数 . 

引 理 5.1 设 g:X>(0,1] 为 X 到 (0,1] 的 保 序 下 满 映 射 .VY A 
EF(X), 令 - 


(g(z,h(z)),z € Supph, 
h(x) = g,(h(z2)) = < — : 
0, z € Supph. 


L 
WEFO, RV rT (X). 
(VA), = V dy CAA = A G). 
证 明 由 第 三 章 定理 2.3 知 ,YzEX, 有 - 
CV ha), (2) = gCV k) (7)) = Vaha) = CV DJG) 


| 则 CV k), = V Go, 
另 一 等 式 同 理 可 证 . 证 毕 . 
定理 5.2 XA) (Xs,we73) 为 两 个 可 测 空间 ,f= (f,9) 
为 《Xi,-201) 到 《Xs,-22) 的 了 可 测 上 映射 , 则 VY ESC), # h, € 
Ee). 
证 明 首先 ,Y 2E (0,13, 
aC) = gA), z € X. 
显然 有 4E). | 
RKV k= Va AG MC, RH 3138 5. 1 知 


h(a) = V GA),G2),V z € X. 


其 中 V iE (1...) GAD (E) = CGO) (a). JE h= V aa, 
从 而 ,得 AA AOF ` 
Ë E V AEEA), WE MC) 中 存在 单调 不 碱 序列 人 {h,n 
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21) i=limk— Vh HAIE 5.1 h= V GO), ATA E 
EC). 证 毕 . 

定理 5.3 设 (X ,2 ) 一 1,2,3, 为 三 个 可 测 空间 , y, = 
《fi1,91) 为 (Xi,2071) 到 (Xs2,22) 的 了 可 测 映 射 ,fz 二 (f2,9z) 为 (X;， 
ABA AHI EWR. S S 1,9 一 gs ° fif =, 
g), hl 

GQ) VRECI), S 

PG), h(z)), z € supph, 
hg (2) = _ 
°, z € supph. 
那么 ,hw EEC). 

D 了 为 (0) 到 (Xs,-273) 的 下 可 测 映射 . 

(3) VRECA) b= Q, ) u, EC). | 

证 明 (1) 由 于 fi(* ) 为 (Xi,-271) 到 《Xs,w272) 的 可 测 映 
HEV a€ (0,1). g> ,a) 8 Xas £2) E KI TT I A 28, WJ z+ (f, 
(° G A Ahh z€ X. ,g (fi G), a) € (0, 
13. 因此, 如果 令 ac, o ( ° )= g C(fi( DN aç ap EE), E 
ede ee, 

V AC, o € (0, 13. 容易 验证 Agu agp Xa 
EEC). 利用 定理 5.2 证 明 中 相似 的 方法 , 即 可 得 V hE 5(C-er)， 
hap ESC). 

D 由 于 户 与 户 的 可 测 性 , 知 f= f ° f, AXR 
(Xs, Ys) 的 可 测 映射 . 又 Y2Ee (0,1], 由 定理 5. 2 g, € 
¿CZD ,再 由 (1D 知 ， (A), £ SC). 从 而 ,ga (fi C+) ,9 (1)) 
=g . 6: 3 Xi) E BJ BJ j R 32, Bl 2( + ,4) = (g ° 
FOC): 入 一 《0,1 为 (X,Y1) 上 的 可 测 函 数 . 再 根据 定义 5. 2 
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知 ,了 二 (Ff,9) 为 (Xi ,701) 到 (Xs,w273) 的 可 测 映射 ， 
(3)Y AESC). 容易 验证 ,二 (hb ) oy: 再 由 h, € £ Ce.) 
IA) A hy EEC). MEE. | | 
O 引 理 5.2 É X, X, 是 两 个 非 空 集合 ,了 = (7.2): X,— X, 为 
X. 到 X; BJ F Bh PF. S g"= Gx og): Xi Ki f" = Cion): Xi—> 
Xe 其 中 i G) =r, Y z€ Xion (QA)=2,V AE (0,13. JI] f= f* ° 
“9' WL HV hE % (X.),2" Q) =h. I 
证 明 是 简单 的 ,从 略 . 
定理 5.4 RA), X oz:) 是 两 个 可 测 空间 ,f= (1,9) 
E X. Aj X H) F 映射 
Q) SAXOA X a F N E E 
CÈARR, E. E a 
(Xor aH F ATARA. 
(2) WMR g :XX 一 2 为 F 可 测 映 射 , 则 VY EE), (h° 
€ ¿C D. 
证 明 由 引 理 5.2 与 定理 5.3 立即 得 证 . 证 毕 . 
定义 5.3 设 X 是非 空 集 合 ,{f.= Garg): XR E F R RUF 
列 . 如 果 存 在 了 函数 =G) AXR EEY G,2)6 X, 
| lim f, (z) = f (7), limg.(z,22 = g(z, A). 
MIPK(f. ISR films, =f. 
定理 5.5 R= Gg): XR E F RREN, = GDA 
X B) R HRA. MRY z€ X,limy,=f Ela, DEOD E— 
致 收敛 于 gCz，* ), 则 f 为 两 数 且 limf, 一 了 
证 明 因为 V ze Xx, 
(gq.(z,2), À € (0,13, 


(g), QQ) = < 
I .0, ¿= 0, 
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‘g(r.%), aE (0,13, 
a) = < 
0， ¿ = 0. 


J.G, - )Y£E00,13 E — W 9 gle, Dfl) Ce DEO, 
13 上 一 致 收敛 于 gr(.). 由 于 VY a21,(g,( ° ) 为 [0,1 上 的 单调 
不 减 的 连续 函数 ,于 是 9.(。) 为 [0,1] 上 的 单调 不 减 的 连续 函数 ， 
所 以 yg (zx,，) 是 (0.1D 到 (0,1) 的 单调 不 碱 的 连续 函数 . 而 且 
JimgG,2)= (0) = 0. EE. S= (Sg) P RRR, NT Elim f, e) = 
SE) limga, A) =g (2,4), Y (2,4) E X. RS ë X 5. 3, BHi f, 
= f. WE. 

# ”即使 Y z€ X.,limf.=f,g.(z, * E01 ER, E 


FERIRE (f. 的 收 伊 性 . 例如 令 pa Y (x, 和 )EX, 显 
然 ,Y z€ Xgl. + ) 在 (0,1 上 一 致 收 笋 ,但 limg(z,2) 一 0,Y G, 
A) EX. ENE, EE 5. 5 中 还 要 求 满足 limg《z, 和 )E (0,1],V (z,2) 
ex 。 

定理 5.6 (f= Gog) XR ETNE B] IX, 7》 上 的 严 
可 测 函 数 序列 ,7 一 (1 ,9) 为 六 到 及 的 下 函数 ,而 且 imt, 一 过 则 7 
EX, -er 上 的 下 可 测 函 数 . | 

证 明 H f. É F TIER, SCO ) 为 (Xex)》 上 的 可 测 函 数 ， 
RV 4E (0,1],g,( ° ,2):X—(0,1J3 (X, Z) EJ RP NRR 因 ` 
此 ,7 一 lanf 与 V4E(0,1],9(。 ,2) = limg,( > ;和 0) 均 为 (Xx7 下 
的 可 测 隐 数 ,所 以 是 (X,-ex) 上 的 了 可 测 函 数 . 证 毕 . 

定义 5.4 W fim (foD,fa= (fygo) 是 两 个 站 到 及 的 下 函 
HE gi 二 gz 二 g. 给 定 x* E{V ,A 人 ,十 ,一 ,，), 界 定 


i 
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fix fe = Fi * fag), 
而 且 Y c€ 8, 界 定 
cfi = Ccfisg),c A fi = (ch fogde V fi = (c V fog). 
如 果 £= (f.g)38 X #J z É P RRO S 六 分 别 表 示 了 的 正 
部 与 负 部 , 即 t= f raen f" = (f) * ryo BG ft= (f*, 
gI = (f g), WI | 
Ifl a ft+ f° f= ft £". 
定理 5.7 . 设 (T,-er) 为 可 测 空间 , 记 = (fi,g), f. —= (f;,.g) 8 
KX a ER F AMRA cE RMY x*E{V,A, 十 ,一 ,0), fix 
f: 为 下 可 测 函 数 是 cfc A fue V fi 为 F 可 测 函 数 . 
证 明 是 简单 的 ,请 读者 自 证 . 
推论 1 了 函数 f=(f,9) 为 (Xez ?上 的 下 可 测 函数 , 当 且 仅 
出 f+ 与 了 为 (X,-xY ?上 的 下 可 测 函 数 . 
推论 2 如 果 f==(f,9) 是 (X,-xx) 上 的 可 测 函 数 , 则 | 了 | 是 
(X, y EK p ST N PB 38. 


36 五 积分 


本 节 把 积分 概念 推广 ,讨论 几 种 类 型 的 模糊 积分 . 为 此 , 先 引 
入 派生 半 测 度 和 派生 测度 的 概念 . 
定义 6.1 设 (K,-or,c(-er)) 是 严 可 测 空间 , 丸 是 5(C-ex) 上 的 
半 测 度 , 任 给 hE ¿C , 记 
mA a mQ A X), YAEY 
称 m, 为 h 的 派生 半 测 度 . 如 果 进 一 步 台 为 x 型 了 测度 ,其 中 x EE 


238 模糊 数学 导论 


(Z,H,S,8,, H. >u) , 则 统称 wm 为 的 派生 测度 . 

显然 有 

定理 6.1 D WÈ m HEACH FEWE, M m 为 7 
上 的 半 测 度 . 

D MEn AEA H ROR H RDE IE, U m 为 .oz 
上 的 测度 . 
(3) 如 果 凶 为 sx ) 上 的 5S 型 测度 , 则 mm 为 -zy 上 的 8 
型 测度 ， 

(4) WR mHE ER 5; 型 (或 Hi 型)R 测度 , 则 mo 为 
A 上 S, 型 测度 . 

定理 6.2 Qd) YARE), m Km AEP mA) =mCX,), AE 
A) BJ EEA ,m(E)= 0, I| m, (E) = 0. 

(2) ”如果 二 为 5.x) 上 的 五 型 了 测度 ,hE ¿CoD , D 

(A) = | ,hdm, YAE Z. 
因此 ,在 m 意 义 下 ,有 a.e 唯一 确定 的 拉 东 一 尼古丁 导数 (8-N 导 
数 ) 


dm 


dm =h 


D ”如 果 台 为 Z 型 测度 , 则 在 m 意义 上 ,存在 a,e 唯一 确 
定 的 马尔 科 夫 核 下 ,使 得 对 于 XE crv), 有 
m (AD = | KCLO he) an, YAEL 
因此 ,在 站 意义 下 ,有 a e 唯一 确定 的 RN 导数 


dm, 
dm 


定义 6.2 AAEH P TWEN. m 29 E E 


(£) = K[z,(0,G))]), G€ X,a.e) .-' 
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FWE. S= DAX, A ERIE F 可 测 函 数 ,hE ¿ Ce). HI 
由 下 式 给 出 的 非 负 (广义 ?实数 

SCEA = V ie A wh A Xu>oj])， 
称 为 F 函数 了 展 布 在 上 关于 ENRE m W S 型 积分 ,简称 为 了 在 


t ERS 型 积分 , 记 作 | ,fw 
”由 定义 6.2 立即 可 得 下 列 定理 (证 明 方 法 与 $2 中 相应 定理 
相似 ). 
定理 6.3 设 (X,-x ,5.1)) 是 可 测 空间 ,zw 为 6(-x) 上 的 
PWE, S= DEXA ERIE E AI RR hs hs hE 
ECA). W FANE BTR sz. 
D f £ m=| fom.. 


D Y aSo am G>] £ ws<avm G>. 
D 车 hn<%, 则 | ,fm<| fom 


(4) [.. t m<| sema] fm 


(5) f ° m= +V o>0,m (f>0)= 二 oo. 


(6) | ,f° mecm(h). 
定理 6.4 X, -or ,Cez)) 是 严 可 测 空间 ,如 为 5(-azr) 上 的 
FWE, f= GDA G) ERER F 可 测 函 数 ,hE ECL). 则 


ae [ozo 


(1) | f° m=x>| + ° m= V Le Am, (df 全 中] 
| f ° m= zm S>) KS F> 0); 
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G) | ,fo m= ALaVm, (>a); 

(4) (WW ° m= 0m (f>0)=0. 

定理 6.5 EXA UANO E F RAE m 3 EAO E BJ F 
半 测 度 . MRF O E BJ Edi — 4 3Ef ANR f= (f. 
9), 令 

SCEA = V [e A m, (f Z a) |, 
SD = V (LAfG)] A m (4)). 

ML SA =S* FD =S Ch). I 

定理 6.6 RAS, SDE FIWE, m A r) ER 
F PIBE, (fa = Gag) n1) EE n FRIERE F PTM] R 38 
序列 :VY n 1,f,< f. 9. <, iBlimf,=f= G,gy, WV h€ ¿Ce ) 
N . 


证 明 ' 因为 Y 221 h Sh, B.V a20,# (,>a S (f>>a) , WJ 


| f sm = V (e A m[h, A G >> ay]; 


<V {eh wh A >a) = | rn. 
XY a20. 当 wn->oo 时 ， 
h. Zh, = V h. (J. >a) ZG >a, 
则 
m[h, A Xs >a) mh, A XO J. 
于 是 l 
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` 


i tim | f» -m >a A limm_h, A X. > ] 
=e A m[h, A XO]: 
所 以 又 有 


lim f. ° n> | r: m. 


uoo 


综合 上 述 ， 即 得 lim| ， f, ° m= |, £ ° m. BE. 

定理 6.7 设 (X, Z ,L(x yE F nj B| 2z [B] ,m 为 5(-ox) 上 的 
F AWE. R enS EE), HV nl s, hen Shaya limh} =, 则 
对 于 任意 给 定 的 (X,.er) 上 的 非 负 下 可 测 函 数 £= SDA 


lim cor) ee 


”证 明 是 简单 的 ,请 读者 自 证 . 

定理 6.8 设 (X, ex,5(-er)) 是 严 可 测 空间 , 妈 为 5(C-ex) 上 的 
F WE, S= GOAK A EER FAWR SG, ) 
HECA EKI F 半 测 度 . 

证 明 显然 ,VY h€e-CeO),S(f,,)20 B. S(f,0)=0. # H = 
JE 6.3 与 定理 6. 6, 即 得 所 和 欲 证 . 证 毕 ， 

定理 6.9 BAADA FANER m A EO ER 
3 型 了 测度 ,了 = C.) (X, ERE F 可 测 函 数 . 则 


a) y (k.a21)S<¿C r) | - f - m= V | f ° m. 
` h 7 =i A, 
(2) SS, DH EA) ERI S A F 测度 . 


证 明 D f, fom=V da A aV a A zoo) 


ieg 
è 


= V la A m[ V G), A Xu>o]) 
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= V (e A [ V RCA), A Yoso))} 
=V (V [a A gA, A asol) 


=V | 
(2) 由 (1) 与 定理 6.8, 即 得 所 和 欲 证 . 证 毕 ， 
定理 6.10 设 (X,-ox ,5(-er)) 为 下 可 测 空 间 , 和 为 《(-er E 
-H S 8) F M|EE,V AG ¿(G TE m (A) =m (X). MR <m) 
<+= BV 46 (0,1],4€ v, A m(ÀAA)= Am(X) Am(A). 则 对 于 
(CE -or) 上 任意 给 的 非 负 于 可 测 函 数 f= (4,g) 与 任 给 的 hE 
cl ,有 


f° m. 
. 


= 


| =1 (f À mOh) ° m. 


特别 ,如 果 m(X)=1, 则 有 | ,了 8 一 | GA): m. 
证 明 因为 为 =, V ACh); ,由 定理 所 给 条 件 知 ,V a>0, 
m[h A A =m LV Ga A Yuand>om) I 


= V {mX A m[ GDN (£ > a) J). 
i€ gr 


| ， fs m = V ta A m[ h, A X> J) 
=V {a A ( V. mO A MEAN Q > a)]])) 


[L 


V {mC(XIAA (Vle A mC) A (f > a) 11) 
aE qñ a20 


= V [m(X)A A (| f ° m). 
EQN G), 
出 本 章 定理 1. 20,4 
| fom=| UA mo] m. 
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再 由 5 型 积分 的 性 质 ,得 
| fem = V {mCX)AA | LFA m(X)Yap ° m) 
“~ EQNT à 


=| [f A me€X)( V Xb) em 
4€EQNI 


=| [f 人 m(X)h]。m. © E.. 
定理 6.11 设 (X,-er,5(ex)) 是 有 可 测 空间 ,如 为 <5(-er) 上 
的 半 测 度 ,hE tC). I | 
D WREDI A ERIEN TWE cE (0， 
+00), JU 
[CV Dem=@V Í fem Am); 
fnprerehf re 
(2) MRS Gg ,1 之 1) 为 (X,-wy9) 上 的 非 负 可 测 函 


数 序 列 , 且 9,==g1，Y >l RE 
A£. = CA fon) , V f. = CV fon)» 


证 明 (1) 由 定理 6.3(1) 与 定理 1. 18, 立 即 得 证 ， 

(2) 由 定理 6. 3(1)、(3) 定 理 1. 10 与 定理 1.24 立即 得 所 和 欲 
证 . 证 毕 . 
定义 6.3 设 (X, er,s(Cz)) 为 下 可 测 空间 ,为 5(-er) 下 的 
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了 了 半 测 度 , 了 一 (f,9) 为 (Ka 7) 上 的 非 负 刁 可 测 函 数 ,AE ¿Ce T 
= {Arn A AX ,wz ) 的 任 一 有 限 可 测 分 旭 , 令 
LSAT) = > Ff A FŒ] mG A Xa). 
则 由 下 式 给 出 的 非 负 ( 广 义 ? 实 数 
L(f,h) 一 VS(f,h,T) 
f V SC 
称 为 函数 了 展 布 在 7 集 4 上 关于 半 测 度 各 的 工 型 积分 ,简称 
为 了 在 4 上 的 工 型 了 积分 , 记 作 | fam. 
由 定义 6. 3 立即 可 证 下 述 定理 . | 
定理 6.12 EXA C) 8 F |N ZEE] ,m A 6 Cor) E 
的 F 半 测度 ,f= (f,2)2B (X. 7) ERE F AWAR, h h h, € 
ECA). 则 下 列 论断 成 立 . 
(1) | :zan=| fam... 
(2) hr>, fi<| ， fam. 
G |... <|, eA], <|, v| a 
<f ,+e 
(O) V eto te „Sim=c | fam. 
K xD 一 o=| .了 各 一 0 | 
定理 6. 13 设 (X,-e E(x )) 为 了 可 测 空 间 , 丸 为 C(x 上 


的 卫 半 测度 ,了 = (fg) 为 (Xer) 上 的 非 负 下 可 测 函 数 .那么 
(1) WMR ASIE) h Kh V x 宇 1, 且 Jim 加 二 4, 则 


lim | ， fal, f dm. 
(2) L,- ) 是 5(-ox) 二 的 三 半 测度 . 
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定理 6.14 RAXA UDNE F BB] 2E B] ,m 为 5Cer) 上 
的 有 限 ZE FWE, YAE, iE mA) Sna), f= (f,9) 为 (X， 
A) ERIE F 可 测 函 数 , 则 V AEE) E m Ë X. F FE a. e ME 
一 确定 的 马尔 科 夫 核 ,使 得 

| {am =f fGO KL, (0,h,(z))Jdm 

证 明 由 于 如 为 Z 型 7 测度 , 则 有 的 派生 测度 m, 为 测度 .再 
由 定理 6. 2m <<m, HE m 意义 下 存在 a.e 唯一 确定 的 马尔 科 夫 
PA K EIG m HJ N-R 导数 . 


dma 
qa © = KLzs [rhu], z € X,a,e 
所 以 
| 可 = | Faim, = | FOKE, [0 C2)) am, 证 毕 
定理 6.15 HX -ez ,5(Cex)) 是 了 可 测 空间 ,如 为 5C-e E 


.的 妃 型 下 测度,Y AGC Z, mA) =m), f= 为 x， AE 
的 非 负 不 可 测 函 数 , 则 V REANA 


| ,二 | f G)h, (z)dm. 
特别 , (1) 当 g:C0,1J 一 (0,1J 时 ,| = | KONCONE 


(2) 3 yin 时 ,| ,f=| f Cx) RC ) dm. 

证 明 方 法 与 定理 6. 14 相 类 似 , 请 读者 自 证 . 

定理 6.16 RX, Z ,tle7)) 是 可 测 空间 ,了 = (f,9) 为 
《X,Y) 上 的 非 负 可 测 函 数 . 

(1) WÈ mA EA EHAR ZA F WE. NLG, OÈ 
“Cez) 上 的 2 型 已 测度 

D 如 果 名 为 5(-e) 上 的 五 型 下 测度 , 且 存 在 BE -ex 适合 


"46 BERESI 


ie DWL, OH ECO ERI H W FWE. 
证 明 (1) 由 定理 6. 13 ML LCf. DH ENO ER F > 34 
E IY hE r), hi Ah = 有 HV h), = (hi), V (h), HC), 
4 2 一 0 从 而 VzEX, 有 
Kr, DO, Gh V h),(2))] =KEz, CO, (hi),(z))] 
+K[Lz,[0, Che), Cz))] 


= 


LF sh V h) =| SOKLO, h V DED Jam 
=| FOKT LO, Ch), G) Jam 


+Í fGa)K[z,[0, (h)g C) ) am 
=L(f,h) + LCF sh) 
所 以 LCE, + 228 ECO EKI Z A F WWE. 
(2) 由 定理 6. 134 LG, - )28 EAO EKW BF. 如果 记 
m 28 mHE 上 的 限制 , 则 
m[ (f > 0) — F] = m(f > 0) —.m[(f > 0) ñ #] = 0.. 
如 果 矿 ,和 E5<(C4) 且 不 相 重 , 则 有 


WI Ch + ba), a)am 
(f>0)—E 


= |, OLD, + A] dm = 0 
VV EE,K 
(h + ha) a) =%[h Ga) + h(a] = gC1) [hi(z) + h (z)] 
=g,(1)h G) + g,(1)5 (z) = [(h), + (h), Jz) 
于 是 
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L(f,h + h) 


=f JfG (h + hz), (ram 


=| oa FD h + ha, C2)dm 


li 


f z) Chi + h, ), GG)dm 


ENG >0) 


十 


| 
| : f Ge) (hi + 1.) gr) dm 


《>>0) 一 加 


| moo OLA, + (ha), ]G)dm 
+f goos TOLD, + Chr), ]Ge)dm 
=| goy TOCA, (a) + (ha)gCx)]dm 


=f F Q )g(z)dm + | f(z) (ha)g Cr)dm 
=Lí(f h) + L(f ho), 


所 以 LCS, OH EAO ER H R F WE. 证 毕 . 


定义 6.4 BALAA FWS ,m 39 EA ERY 


2Z 型 了 测度 ,了 = GRAXA Ef FARR, MEF RE 
EA, ,大 tm<< 十 oo, 则 界定 了 展 布 在 4 上 的 工 型 下 积分 为 


| tm= | ,fram | ,fam 


”进一步 ,如 果 | ,fo< 十 oo, 称 f 在 4 上 工 型 可 积 .如 果 Y he 
ESR LALF 
称 为 f 可 积 函 数 . 


可 积 , 则 称 f 29 L S F 可 积 函 数 . 在 不 混淆 时 简 


由 定义 6.4 显然 有 | r= fim. 而 且 不 难 证 明 下 述 定 


定理 6.17 f=(f,g) 为 型 可 积 当 且 仅 当 |f1= (|f1,9) 
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H LK FAR. 

定理 6.18 X, AADA FAWR, f= (f ,9) 为 
ECA) ERY F PMR R AESC). 

(1) WR mA ZA p WJBE,m 为 加 在 .x EARE, H. SE 
h E LAPAR, ME m EATER o.e 唯 一 确定 的 马尔 科 夫 核 
K,& + 


| ,二 | FTIKCz, CO, h(E) )Jdm. 


D Bm AHN F E,m H mE LARA S # 
上 工 型 下 可 积 . 则 
| „fim = | f(z)h, x)am. 
证 明 是 简单 的 ,请 读者 自 证 . 
定理 6.19 X, A,m , CU) m) A H A P W| BEF 2E BJ , 即 
VLERA) mG) = | Mam. (f. Sarga) wn 之 1 为 了 型 可 积 函 数 
序列 ,f= 二 (f,9) 为 (X,-x9) 上 的 可 测 函 数 . 令 | 
E = (z € X|V 2 € (0,1J,limf,(z) = fGz),limg,(z, 2) = g(z,2)) 
如 果 mE ) 一 0 且 存 在 工 可 积 实 值 函数 G (z) ,使 V x 之 1, 在 m 意 义 
Fae |f.G)|<16G)1. BJ £ 9 LN RRRA AEE), 
| im f fm = | ra 
证 明 因为 im QO), G)D= lim (gO.[AG) =gh] 
h2), Y z€ B, XV 12l, 
| [fi G) | < |f.G)| < |GG) | sa. e. m. 
则 V z€ F£, # 
limfala )h, (z) = fG)h, G). 
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所 以 由 Lebesgue 积分 的 控制 收敛 定理 知 


tim | f dm =m | f.G)h, (z)dm = | fr)h, G)dm 


=| ， f dm. 
证 毕 . - _ 
定义 6.5 WOX, Z LO Sr) FAW m A ¿Cor ER 
S, 型 (或 ;型 ,和 >0)F 测度 ,了 = (7,9) 为 (Xe 上 的 非 负 太 可 测 
R RORE), T= (4 ,4} 为 (Xer) 上 任 给 的 有 限 可 测 分 
划 . S | 
BALD = D TAF TR A 2.3. 
则 由 下 式 给 出 的 非 负 (广义 ?实数 
SLF h) = VSO, T) 
称 为 + 展 布 在 4 上 关于 S, 型 或 友 B W n B) S, 型 积分 , 简 
称 为 7 在 4 上 的 S 型 了 积分 , 记 作 | ,ji | 
”由 定义 6. 5 立即 可 得 
定理 6. 20 | .zw=| fam. 
定理 6.21 设 (X,.x AE P 可 测 空 间 ,hE ç Cor). 
(1) 如 果 m 为 6(27) 上 的 5; 型 测度,m 为 mw 在 -ex 上 的 限 
制 ,7 一 fg) 为 (Xex) 上 的 非 负 亚 可 测 函 数 且 | fa< oo. N 
在 mn 意义 下 存在 a.e 唯 一 确定 的 马尔 科 夫 核 ,使 得 
| ‘fdp =f ` fGa)K[z,[0,1, (z) Jam. 


D 如 果 双 为 Cw) 上 的 H, 型 测度 ,mw 为 如 在 .x 上 的 
限制 ,7 一 (7,9) 为 (Xex) 上 的 非 负 了 可 测 函 数目 | f<, 
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Ri 
| {d = | Fh ram. 


证 明 (D 令 oG)=In(1+2z), H m ë S, 型 测度 与 定理 

2.3 知 ,mi =p e m HWE. 再 由 定理 6. 20 与 定理 2. 5 知 
[ran = + — 1) 
PFH ESE 6.44 3 , fE m° (从 而 在 m) 意 义 下 存在 a.。 唯 一 确定 的 马 
尔 科 夫 核 ,使 得 
| ` fami: = | ` fGDK[z, C0,h (z) Jam" ， 

Hh m* = ° m. 则 
A l 


f dm = (ef Oneto Oen — 1) 


-Í * FDK La, CO, h, G) ) Jam, 


D ”类 似 于 (1) 的 证 明 方法 . 证 毕 . 
` 由 S, 积分 的 性 质 不 难 证 明 
定理 6.22 (X, -er ,5(-ex)) 是 有 可 测 空间 ,wm 为 5(-er) 上 
的 S 型 测度 ,f= 二 (f,g) 为 (X,-xf ) 上 的 非 负 F 可 测 函 数 ,YE 


¿CB | , am< too. MI F PEB 3. 

(1) W.A 

(2) h<S,h h€ ¿C.M | ， f< | . fam. 

(3) (kon21)C( hL Y n2>1 Bima, =. l 
f dm = | ' f dm. 


(4) Ye>0,| aan= a à| ` fam. 
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(5) WMR nnal) PEE) h Ah=0 iÉ, 且 Vh= h. 则 


(6) SCs DA ECO EKI S, 型 测度. 

定理 6.23 RA, A, ADE F uj |= lB] ,m 9 in E 
的 ;型 测度 ,f= (f,g) 8 (X, y EBE F TWN 3k, V h€ 
óC), | "fam< +00. 如 果 存 在 E€ ¿(OY EE meson) ]= 
m(Xo>o6), HV z€ E, 2€ (0,1]# zG,2)=g(z,1)2. W lf, e ) 为 
ECA) ERI HA FWE. 

证 明 S pa=nUti), m =p. m. M m" 3 H F F j 
BE. E. ， 

m* [Yo>on 村 = o[m(Xo>on5 ] = o@(m(Xe>6)J = m* (X>) 
由 定理 6.16 知 ,pC58《f，*)) 为 五 型 了 测度 ,下 由 定理 4.17 知 ， 
Salf, ° ) 为 H, 型 了 测度. 证 毕 . 

定义 6.6 设 (X,.x ,5(e)) 是 下 可 测 空间 ,mw 为 (ex) 上 的 
S, 型 (或 H, 型 )F 测度 ,f= (f,9) 为 (和 Xe) 上 的 有 可 测 函 数 ,AE 
ES). 车 | res n 
firtin- fif i f+ dm -| f dm 
+a ra f dm 
H fi fE h 上 关于 S, 型 (或 H, 型 )F 测度 wv 的 S, 型 积分 ,简称 


为 1 在 4 上 的 3 型 积分 .如 果 | 'f 如 < 十 oo, 称 f 在 上 5 型 7 
可 积 ;如 果 Y hE C), fR S, 型 了 可 积 , 称 f 为 S, 型 了 可 积 函 . 
数 . 

不 难 证 明 下 述 定理 . 


dm A 
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定理 6. 24 设 (X,-e ,tly )) 为 F 可 测 空间 ,wm 为 8; 型 了 测 
度 ,了 二 (f,9) 为 (X,Y ) 上 的 下 可 测 函 数 ,hE 6《(2y). 则 下 列 论断 
成 立 . 
a) f ,fam=| Ja 
(2) zt 为 中 型 及 可 积 函 数 当 且 仅 当 ft 5 f S. S) F RR 


函数 . 


， 1HAf ftam 
G) 1+4| .和 = 一 一 迁 一 >0 


IA] foan 
,(4) HSA 8 型 可 积 函 数 , 则 
[i isim = | ifr am 4f "£ m 
[req {of dm taS f+ adm) f- am 

(5) ESH S 型 可 积 函 数 , 则 Y ER A 

| i apam = ta + af gam =a [fan 

(6) Eem Osdan DDN FEF mS 型 严 可 
积 当 目 仅 当 FOF mD 8 P R E 


jimi —D 


定理 6.25 B(X, A EC) FWS, 3 ¿ Cer) E 
的 H, 型 了 测度 , {了 ,一 (f,,g,) ,2 之 1) 为 S, 型 可 积 函 数 序 列 ,f== 
(f,2) 39 (X, y ER F u Wl 5638 S 
E= (e€ X|V E€ (0,1],limf,() = f(2), limg,(z,2) = gG,2)) 
WMR mE ) 二 mCXn ) 二 0, 且 存在 S, 型 可 积 实 值 函数 G(z) ,使 Y n 
之 1, 在 mn 意义 下 a.e 有 |f,(z)| 志 16(x)|, 则 了 为 S, 型 可 积 函 数 
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H hE EH), 

tim | “fam = | ` f am. 

证 明 令 oG)=In(14 4). Ji] m* =p. m A HA FWE, E. 

V k € ¿CQ ,m* a= | him" ,m* (8! )=%[m(E' ) ]=o(0)= 0. 还 
有 由 定理 6.24(6) 381, {fun >1) H LA F RRRS G 为 工 型 
FARAR E m EXT ae 有 |f,(z)| 志 1GCz)1. 则 由 定理 6. 19 
知 ,f 为 工 型 了 可 积 函数 目 Y ES), 

lim fam = | fap. 
再 由 定理 6. 24(6) 知 


A m* lim * 
lim | fam = lim Le 1) = Le 1) 
reod aS ~ 入 入 


=Le 1) =Í ` f dm. 

定理 6.26 RAAUA A PWZ, m 39 E) E 

的 S, 型 测度 ,mn 为 加 在 .7 上 的 限制 ,f 二 (f,9) 为 (X27) 上 关 
于 ww 的 S, 型 了 可 积 函 数 ,Y EE). 

O 则 在 mm 意义 下 存在 ee 唯一 确定 的 马尔 科 夫 核 ,使 得 


| "f m = | fe) REO LO hz)) Jam. 
(2) MĚ mH H, 型 7 测度 , 则 
| "f am = | ` fC) hz) dm. 
证 明 G) 由 于 


254 模糊 数学 导论 


- 以 及 的 S. 型 下 可 积 性 知 ,1+ 与 了 一 为 & 型 了 可 积 ,由 定理 6.21 
知 , 在 m 意义 下 存在 a.*e 唯一 确定 的 马尔 科 夫 核 K, 使 得 


| "f dm. = | iye (z)K[z,[0,h,(z)) jam, ` 
则 
ñ | t F+ (z)K[=z,[0,k,(z)) Jam -| `- Gz)K[z,[0,4 (z)) jam 
| f m= r: - 7 
' 1 十 4， | f- G)K[z,[0,h,(z)) Jam 
-| , fG)K[z,[0,h,(z)) dám. 


(2) ”类 似 于 (1) 的 证 明 方法 . 证 毕 . 
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第 五 章 “模糊 概率 与 
随机 模糊 集 


本 章 介绍 模糊 概率 与 随机 模糊 集 的 有 关 基 本 知识 . 主要 内 容 
包括 模糊 事件 与 模糊 概率 ,模糊 事件 的 独立 性 与 极限 定理 ,模糊 随 
机 变量 ,随机 集 与 模糊 落 影 分 布 ,模糊 集 值 映射 与 模糊 集 空间 的 可 
测 结构 ,随机 模糊 集 的 定义 及 其 性 质 ,随机 模糊 集 的 诱导 分 布 与 
矩 , 随 机 模糊 集 的 独立 性 与 极限 定理 ,随机 模糊 集 的 条 件数 学 期 望 
与 模糊 著 等 . 


8$1 事件 与 概率 


设 (8,.F,P) 是 概率 空间 ,由 第 四 章 的 论述 容易 看 出 : 

(1) acE5( 多 ) 当 上 且 仅 当 交 ，) 为 (8 多,P)? 上 的 随机 变量 ; 

(2) RA PC ¿CS )—[0,1]38 GZ) EBE H N F A 
BE34 HA PA) SEC )),Y RESC), HP ERC) = 
Í h(w)dP 表示 随机 变量 5(。) 的 数学 期 望 . 


于 是 我 们 有 
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定义 1.1 F Pic A) POHE, F PZR F A 
率 空间 . f ` 

一 般 地 ,我 们 有 

定义 1.2 设 8 为 非 空 集 ,多 y O ERWE po 代数 ， 了 为 多 
上 的 正规 五 型 测度 , 妈 适 合 . 

d) P(0=0,P(1)=1. 

D ”如 果 {h. ,zx 之 1} 己 多 且 不 相 重 , 则 


PCat) = LPA). 
则 称 忆 为 Z 上 的 概率 ; 称 多 中 的 元 素 为 ? 事件 ， 称 (2, 多 P) 
为 概率 空间 . | 
由 第 四 章 中 五 型 7 测度 的 积分 表示 定理 ;立即 得 下 述 定理 . 
定理 1.1 BOZ, PH FARZ, S xz = 多 站 (0,1)， 
PAD =P O), V AEF. 则 (8, 多 ;了 P) 是 概率 空间 ， TH Z= 
F), 
P= | ico. vreg. 
由 定理 1.1 TAEA P ERSO, Z ,P) 都 是 由 一 个 
(分 明 的 ?概率 空间 (2, 多 ,P) 支 撑 的 . 
在 模糊 数学 的 一 些 文献 中 ,把 正规 2Z 型 测度 作为 F 概率 的 
定义 ,为 了 术语 不 致 混淆 我 们 有 . 
定义 1.3 RQ, AFH FENZ E, A EPER 
正规 ZZ 型 测度 , 即 适 合 . 
G) PCO)=0,P(D=1; 
D ”如果 {hh,n 宇 1} el. 包 ), 且 两 两 不 相交 , 则 


PCV b) = ŽOP). 
则 称 了 为 6( 多 ) 上 的 概率 测度 ,简称 PF ERO, ,P; 
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ECF), PAE, F ,P) 支 撑 的 PF 测度 空间 . 

事实 上 Æ PHF) E PE WE, iE PA) =P), Y AE 
F 则 在 忆 意 义 下 存在 ae 唯一 确定 的 马尔 科 夫 核 到, 使 得 

ec 一 | Klo, CO, Alo) ]zP， V ARESCF). 

因此 ,PF WEE EGF), P) a tH -— 183828 B) (9, ,P) 
支撑 的 . . 

显然 ,RP 概率 必 为 PF 测度 ,但 反之 不 然 . 13 P 3 PF 测度 ， 
VREET), — i PC 2 1-P (h). 但 如 果 为 概率, 则 必 有 
PH ) 二 1 一 P(h). 这 是 本 书 把 正规 的 HH 型 测度 作为 概率 定义 
的 理由 之 一 . 在 本 章 以 后 的 讨论 中 ,还 可 以 看 到 概率 比 之 于 PF 
测度 更 有 效 地 保留 了 (分 明 ) 概 率 的 基本 性 质 . 

既然 7 概率 就 是 正规 的 型 7 测度 ;在 第 四 章 中 已 系统 地 论 
Ë T H 型 测度 的 性 质 ,在 此 不 再 装 述 . 只 需 特别 提出 实际 上 是 
已 经 证 明 过 的 o 

定理 1.2 ROF, UFE p AWZ, 9 ¿CZ EH 
非 负 忆 集合 函数 ,适合 RC0)=0,R(GD) 一 1, 且 Y AEF 记 P(4)=P 
Xa). 则 下 列 各 命题 相互 等 价 . 

(1) PHAZE FAR. 

(2) P CZ) EK FEWE, B ST ¿CZ ETAR 
HER FR h 与 如 有 

PCa +h) = Plh) +P(h). 
(3) WF hsh 为 E( 记 ) 中 不 相 重 的 和 集 , 则 
Phi +a) =P) HP h). 

TEH 0,,a211S¿G) hS l AR A h= 0, MI 


limP Ch) = 0. 
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(4) 了 为 6《F) 上 的 PR 测度 ,有 VY ELAES), H PCak) 
=a P(h). 
(5) PHE) EH PF NE, HY ae 1,46 ,有 Pla4)= 
` aP(A). 
下 面 给 出 PF 测度 成 为 * 概率 的 另 一 个 充 要 条 件 ,这 就 是 Kle- 
ment 条 件 . | 
定义 1.4 设 (28, 多 ,Pi65( 丈 ),P) 为 到 测度 空间 ,如 果 V kE 
ECF) aE DRA 
im PG@AD— PG AO 
pat0 B—a 
则 称 PF 测度 P WE Klement 条 件 . 
PF 测度 不 一 定 满足 Klement 条 件 . 
例 iü o=[0,1],Z = (A |A 为 [0,1] 的 Lebesgue 可 测 子 
集 },P 为 多 上 的 Lebesgue 测度 ,虽然 ,(9,.F7 ,P) 是 概率 空间 . YA 
EEF), pay = | [sto ap. 不 难 验证 ,PC ) 为 5C2) 上 的 
PP 测度 . 若 取 ho%) 二 osY e€ 9. 则 对 于 任何 a€ [0,1) 有 PG.) = 
1 一 a. XY BE (a,1], 有 
PAAÐD-PAND=| [hto ASAP- | Deo Aaa 


=f oap +f prap—| dP -Í oa2dP 
{wp) (e>8) toxa} {o>a) 


3 u Š . 
一 和 和 十 HI 一 有 一 一 q) 


一 (8 一 [8+o 一 总 (PP 十 ba 十 o)] 


=P(h.), 


2a(1—a). 


网 um PQA0— PO AO) _ 
Bato 5 一 0 
因此 , 当 az Bb | 
im EOAOD-PHAD poy. 


Bat 0 Bb—a 


第 五 章 ”模糊 概率 与 随机 模糊 集 259 


即 PP 测度 P 不 满足 Klement 条 件 . 
定理 1.3 GCF), PE F RZ E, N e 满足 Klement 
条 件 ， 
证 明 由 于 了 为 f 概率 , 则 V h€ ¿CZ 5 K<, A 
PQR A A0)— PG A a6)=P[GQ A BO— @ A o) ]. 


B — a, hlo) > 6， 
[@ A 0) — G@ À a)](@) = <hl) — a, f a< hko < Añ, ` 
0, hlo) < a. 


MI | š | 
euAP 一 PCAd 一 (poOPGo) 十 | Alo) — oyaP 


ta<A(6)< 0) 


=(=) Pha) — [6 — hlw) )dP. 


| (aKa EB} 


于 是 


im LHABLAAG) pop,). 证 毕 . 
prat0 Bb—a . 


SÆ ” 设 y(z) 为 [0,1 上 的 单调 不 减 的 连续 函数 ,是 Y z€ [0, 
amsa c, 即 9g'+(z) 寺 ce,Y z€ [0,1]. BJ 

“) 在 [0,1j 为 线性 函数 g(x)==cz 十 d. | 

读者 自 证 . 

定理 1.4 设 (8, 多 多 ,5( 多 )) 是 了 可 测 空间 ， PH EFP EÉ 
PF 测度 . 如 果 了 满足 Klement 条 件 ,; 则 了 是 F 概率 . 

证 明 EZ AC, Ga =P(XI aE 显然 ,gi(， ) 为 
I=[0, 1J 上 的 单调 不 减 的 左 连续 函数 . 又 VY aE L0, DA PIGA 
a), sj] 二 P(A). 则 由 Klement 条 件 知 ` 
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im PG A B) — PG, Aa) 


oa+0 B—a 
即 是 说 wx(…) 在 [0,1) 上 具有 常 值 在 导数 PCA). 从 而 gae ELO, 
JES, Eh EA, g= PCA) e atd. 再 由 % (0) 一 0, 得 4= 
0. 于 是 ,w(a)=P(C4) > a, AREY a€ 1,46 ,有 
P(aA)=P(X, A a)=-aP(A). 

再 由 定理 1. 2 得 证 了 为 6( 多 ) 上 的 F 概率 .证 毕 . 

现在 我 们 给 出 条 件 概率 的 定义 . | 

定义 1.5 (2,67), PE F ARZE. AE h € ¿C ). 
如 果 POA 220, ML F RHE h KFE h WIF RREI PO lk) E 
REH PG, lh.) =P Cih) /P (h). , 

FFR), 4 h =a AEF HI, iE PO] A) =P | X1); 

当 ho=Xs, BEF 时 , 记 P(B|h)=P(X,|h); 

X hi = Xh = Xa BF. P(B| A= PCX] Xa). 

定理 1.5 如 果 PAOS, PO [DH ¿CZ ) EB F Wg. 

证 明 显然 ,Y REECE), OSP lhl, B P(0|A)=0,P(1| 
有 ) 一 1. 又 车 {h,n 之 1}C6l. ) 且 不 相 重 , 则 


P( 2 h. |) =P[( A/P) 
n=1 


R=} 


=P(A). 


lI 


P( > hh) /PCh) 
= > P hah) /P (h) 


= SPG. 
所 以 PC | 月 是 <( 多 ) 上 的 及 概率 .证 毕 . 
定理 1.6 R, F, PERRE, h€ ç (Z) R. P Gà) = 
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| hdP > 0, IJ 

(1) PC |) (Q, 7 LHX. 

(2) PCs |,y<<P. 

1 

(3) V AEF A PalD=z | a hdP. 

证 明 (1) 显然 . 

(2) ”如果 PC4) 一 0, 则 PCa = ED O, E 
PC |l <<P. 


(3) Palp A t hlo) odP 
1 . 
-| „tP. 证 举 . 


由 定义 1.5 直接 可 得 下 述 定理 . 
定理 1. 7 REA RhE), P>, N 
P (hiha) =P (hi) P Ch |h). 


2 一 了 
推论 W REKF) i= 1,2, P E>, 
多 一 1 


pCi) =p pk) Po, L. 
t= > i=1 


定理 1.8 Bhn CARARE. mR PC2710=1, 
PO)>0,Y a21,W]lV EEF), 


(1) 《全 概率 公式 ) PQ)= DPAP). 


D HRAD 当 RC4)>>0 时 ,有 
PDPA ps1) 


°° 


SIPP CNR) 
a=] 


PO, |) = 


证 明 (1) H pO = p a J= 0. 因为 {hn 
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h=h( 27027 = D h HA 2 hs) 


又 由 OPER Dh) J< hy) ]=0, 则 P[A( 274) J=0. Br 
' 
PPO) = DP) = IP) PON). 


PO) 
PQ) 


(2) H PG |b) = 与 (1) ,立即 得 证 .证 毕 . 


推论 BnS), H AAA10422.3 POV a) = 
1,P(h)>0,n 之 1, 则 VY EEF), i 
D P= OP RN). 


(2) 当 了 PC(4)>>0 时 ,有 
Ph) Pb) 


E1) 


oo 


DORP |h) 
s=] 


证 明 F(a ARRE MUD CE hE 1. 8 
立即 得 证 . 证 毕 . 

注 定理 1.8 及 其 推论 中 把 fh., 之 1) 换 成 有 限 个 了 集合 {hn， 
… ,如 } 忆 6(9), 其 他 条 件 不 变 , 则 结论 仍然 成 立 . | 


Phab 一 


8$2 事件 的 独立 性 与 极限 定理 


定义 2.1 R(Q, EF), PE FARZ N, hm € ¿ C). 如 
- 果 POQhh,) =P Ch) PG) , FF F 事件 hi 与 hz 相互 独立 . 
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定理 2.1 QEL h, €C 6( Z). 
G) WMA h 5h 相互 独立 , 则 页 E h h” F hh H h 
别 相 互 独立 . 
(2) WR P)O, N a F h AEAEE, 
PG. |m) =P Ch). 
证 明 OHF h 5 k 相互 独立 ， M 
Plh hð ) = =P(h—h h) 一 Ph )— PCke) 
=P (h) —P hP h) = PDUP] 
=P h) Ph ). 
FELA h 5 h! 相互 独立 . Fi h 与 有 a 的 对 称 性 知 ,h' 5 h 相互 独立 . 
最 后 再 由 上 述 已 证 明 的 结果 ,得 h 与 hh' 相 互 独立 ， 
(2) 由 乘法 公式 (定理 1.7) 立 即 得 证 . 证 毕 . 
定义 2.2 设 (2,6( 多 ),P) 是 到 概率 空间 . , 
(1) BaP PHE h,i=1,2, n 是 相互 独立 的 ,是 指 对 于 
任何 正 整 数 7 宇 2 与 — << 384 ` 


eclla= Teo 


(2) 设 (kstEy ) 是 由 至 少 两 个 事件 组 成 的 事件 系 如 果 
其 中 任何 有 限 个 (至 少 两 个 ) 事 件 都 相互 独立 , 则 称 估 ,tEz} 相 互 


独立 ;如 果 其 中 任何 两 个 了 事件 都 相互 独立 , 则 称 (tc 两 两 独 — 


3. : 
显然 ,相互 独立 必 两 两 独立 . 但 反之 不 然 . 当 {h,t€E T) = (h, 
如} 时 ,两 者 合 而 为 同 二 概念 

定理 2.2 B,C), P) H FRZ, (h, h) C 
ECT). 则 三, 和 ,入 相互 独立 的 充 要 条 件 是 如 下 2' 个 等 式 同时 
成 立 ， 
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P (hik) =PADP AD PDRE 个 ， 
Ph hi ih! hipit ha) 
SP (h) P OPO PQR i) Pan) Ol 个 ， 
Preehi h ba sh; Ah; hyp1e** hs) 
=P (h) P Chi PG PO). 
P(h PO DP j) P DE C: 个， 
Pha ha! 一 PC DP JP ECA. 

只 要 术语 稍 加 变动 , 便 可 照搬 概率 论 中 的 推 证 方法 证 明 本 定 
理 . 请 读者 自 证 . | 

推论 设 人 ET)(CS5E(C 灾 )) 相 互 独立 , 则 对 于 了 的 任何 子 
RT ,F 事件 系 (h,tET' ;htET 一 T') 也 相互 独立 . 

定义 2.3 GCF PE FARZA. 

(1) WREEF), LCST ). kh Ej L AEM EV h 
EL ,h $j h WEI. 

D RLF) ET RLZ ET 是 相互 独立 的 F 事 件 
系 ,是 指 V ET, hE Z RA ht ET HEIT. 

定理 2.3 BOET) PE FARA uJ. 

(1) WÈ h, C€ çC )H P) =0 31,0 h 5 h AE 
x. . 

(2) WR h, EEFDE h EEF) B. P) = 0. 
WU ha V hs, hi Fha h (hs ZF 5125 h HEIT. 

(3) h, h € ¿(Z)H h Ab.=0. fl hs 5 {h h) HE 
IRSZ JU ks $ h V hz shs Ej hi Hae 分别 相互 独立 ， 

(4)” 设 ,i=1,…,n, 为 x 个 不 相 重 的 事件 ,hE ELT), m 
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果 4 与 {&,i=1,…,) 相 互 独立 , 则 和 与 和 相互 独立 . 

O) 若 aE1,hE6( 多 ), 则 a 与 相互 独立 . 

(6) 设 hE6( 多 ), 则 8 与 h 相互 独 立 当 且 仅 当 h(。)= 
P(4) ,P 一 o.e( 即 Plolh(w)=P(4)}=1). 

(D BRELZ), (mnl) ¿C RAAR , H limk, = 
h. WR h S {h n21 A LARS M k 5 a E f 

(8) 设 ({h,n 之 由 为 6(.F) 中 (7 事件 ) 的 单调 系 , 且 lim%. 二 
h" LEEF). WMR {hnn D A 相互 独立 , 则 h* 与 弘 也 相互 
fh z. 

D 设 多 。 为 多 BJ-f 6 035. AC ¿CZ ). WMR h Fo HE 
独立 , 则 5 ¿CZ 38 fh sz. 

AD Whi€¿(C2Z). MRS F 相互 独立 当 且 仅 当 3 cE [0， 
1] 使 AC(，)==@,P 一 a.e. 

证 明 DOER. 

(2) PUO Vhs)hs ]= P Chih: V hsh) 

=P (hih) +P (hakz) — PL (h A hadha], 
Ap P[Q, Ai 二 P Chaha) =P Ch) = 0. DI H h, $ hz 相互 独立 知 
PEC V hadh: ] = P Qh. ha) = Pn )P Cha). 
另 一 方面 ,由 PC Ah) =P) =0,44 
P Cha V ha) P Cha) = [P Ch) +P Chs) — P Ch A hs) JP Cha) 
=P (h )P h). 

所 以 PEC V ka)hi]=P Ch V ha)P Ch), BU hz 5 hi V h 相互 独立 . 

由 PL 0, i]= | (CaCa) + h (o) J A 1)h (o)d4P 


<| Ico) + b(o)Jhs(oyaP 
= P Chha) +P Chha) = P Chih) ， 
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P (h Dha) Pha) = [P a) HP Chs) — PG Oha) JP C) 
. ` =PGh)DP Oh). 
知 PLQ (Oh), ]=P Dho) P a) , BI à, 5 hh 相互 独立 . 
最 后 再 由 “五 V hh penk 立即 可 得 
PEC hh ]= P Ch) P a) =P Ca Hh) P Cha), 
Bp b 5 h Hho HERY. 
(3 HhAM=0Í, 
(hi V ha) (o) = (hi hz) (6) =h (ó) +h (6) ,V o€ 9, 

PE (Qh V Madha J= P[ (h Hhodhs ]= | OBRANA d 
= P (hihi) +P Chh) = P (h )P Cha) + P (ha) P Cha) 
= [P (h) HP a) PQ). 

又 由 PC V he) = P a Fhe) =P h) +P C RN TAG 
PE Ch V hadha |= P n V he)P Chs), 
PEC ha) hs]=Ph Hh) P C). 
BP ha $ Mi V ho shs $ h Ha, FB TAIRE. 
(4) 由 于 {4,i==1,2,…,n} 不 相 重 且 与 相互 独立 , 则 


PL( 22000] PL 2 mh]= 2 PP) 
=—[2P0) PW = PC DRA. 


所 以 上 与 22 相互 独立 ， 

(5) 由 Plah)=aP(W) 及 Pla) 二 a 知 0 与 4 相互 独立 . 

(6) ”如 果 k 与 相互 独立 , 则 PC 加) 二 POC)PCWD). 当 P(h)=0 
Hf, A AC e J=Ph)=0,P—a. e. 4 P(h) 之 0 时, 则 随机 变量 hC…) 
的 方差 . 

DAC ))=EG2( + DIE DPP) — PAP =0. 
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故 k( + )= 3. P—a, e, 又 

pampam = | (w) — [PGD YYaP = 0. 

HJ wee )—[PGQ)]J2=0,P—a.e. WL (C X =P), P—a. e 

FZ TI R =P), P—a. e, BIRA P(h)= PQDP(h) , El 
h Ej h HR $h. 

(7) ME haLen l, HB k5 (mona M T har. HJ p. 7 
h*h, H l 

PCA h) = lim P nh) = im PP A= P DP) 

TE, 5 k ER. . 

WR Bh M] h SA a Blim ,一 h"' ,由 定理 2.1 知 ,h 
与 {1 ,x 之 1} 相 互 独立 ,再 由 刚才 的 推 证 知 ,h 与 i"' 相互 独立 .最 
后 由 定理 2. 1 知 ,# 与 h* 相互 独 立 . 

(8) ”如果 {hh,n 宇 1) 与 多 相互 独立 ,从 而 Y h€ Z,h 5 (hn 
宇 !} 相 互 独立 ,由 《7) 知 4 与 4* 相 互 独 立 , 所 以 如 与 色相 互 独立 . 

O (9) 如 果 与 Z MERLY 4E Fo, 有 
PG) =PO P(A). 
WY a€E7, 有 
PL (eA)h ]= PLo(Xsh) ]=a P(X,h) 
=a P(X P= PCA) P (h) 
MT hk 5 {oA AE Fo EMSL. 
WMR n € M(ZZ7OO MEE a C€ T,AC.Z,,i=1,2,--- n, EAN 


A= Ø 1 j, E h, — 2 axa, 显然 . {aX4 i= 1, en) RAR, T 

FEE, HOR, k h HR har, FE MF o) AE 

立 . | f 
最 后 ,如 果 h EEF o), MAE ARRIEN (a, a> 1) = 
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MCF o) ,使 得 加 二 lm. 由 已 证 知 h 与 {4&,n 之 1} 相 互 独立 ,再 由 
(7) 得 证 4 与 相互 独立 ,从 而 ,4 与 6( 久 4) 相互 独立 . 

(10) WRS F 相互 独立 ,由 (9) 知 ,4 与 (多) 相互 独立 . 
又 因 hE6(F), 从 而 4 与 i 相互 独立 ,再 由 (6) 知 ,h(。)= 
PG) ,P—a. e. 

反之 ,如 果 A，)==P(h),P 一 a.e. 则 Y AEF, 

POx)= | hap = | POLOP = POPA. 
于 是 ,4 与 4 相互 独立 . 从 而 得 证 /与 .多 相互 独立 .证 毕 . 

WEOE h B {h she HE h yr. AE h 5 h V hesh E h F 
hash Ej h (DOh, 不 一 定 相互 独立 . 

例 2.1 i a=[0,1], 7 ={A]A H0, 1] EK Borel 集合 ) , P 
为 Lebesgue WEET 上 的 限制 . S hlo)=1/2,mlo@)=0,Y o€ 9 
以 及 l 

o, oE [0,+1, 
h (0) = 
T oE ER 
不 难 验证 , (有 ,hs,h} 相 互 独立 ,从 而 两 两 独立 ,而 名 与 {hyV hs se F 
hs,hzDhs} 相 互 独立 ;本 与 {hh V ha s h Oha y AA EI S., {E hz Ej h hs 
不 相互 独立 ;和 与 为 十 入 HAIR, AE ha 5 h V hasha 5 h Oha £ 
相互 独立 . 
现在 讨论 事件 列 的 极限 定理 . 
定理 2.4 R(Q, ECF), P) FERAM, {h,n 之 1) 己 


° 1 
ECF). & H= limh = lim ( V h), H= lim (2) h), 
x— o N> x=: N -oo n=N 


H,= lim (Oh). 
N—oo n=N 
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D WRÈ PA) <+o, N] P= =P= 
A 
(2) MRP = +o, H (w> EEN] PC: 
=P(H,)=1 


证 明 C) 由 于 H.<H,<H,,b H SSGUE P(H,) = 


H Nool, Oh Y Hs, BV o€ 9, (h) < 270 Co). MI 
OKP) = lim ph) = lim | (Dh) oP 
<lim Í [2o P = lim >| h (oP 


= lim 一 D pa. 


HF 22 P@)<-r ee, M lim Drazo PCH) = 


(2) EFAS 8 Ru P(H.)= 1. 事实 上 ， 
I—PGH.)D=P(H;)=P[Clim 27 h) ] 
=PILA (22 437) 
> °° N+k 
LV ( gi .J=P[limtim (jz 
N=] x= Nr ko0 n=N 


N +k 


= lim limP( He». 


N—cok—co ~ 


独立 . 则 


六 十 上 如 二 到 


1—P()= tim iim [Pow, )= lim tim |l [1 —p@, )]. 
AY a€[0,1], 有 1—a<e” , 故 
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N +k 


Hu- PJK ea, ) ， 


XE PG0= += M 


tim lim || [1— pos ))— lime. Seo, 


N—> cok— co r= 


于 是 ， 1—P(H,)=0, 即 得 证 P(H,)= 1. WEE 
例 2.2 h= l. 显然 PG) 一 > l _ Lo, B 


(2 过 1 相互 独立 ， 因此 PCH =P(H)=1, 但 P(H.)= 0. 
事实 上 ,由 Hi =limh, „= lim C V à, ,) 一 上 lim 方 一 0， 故 得 PC) = 
从 例 2. 2 知 ,定理 2.4(2) 的 条 件 不 能 推出 P(H,)= 11. W H A 

可 能 P(H1)=0 


例 2.3 任 给 eongoa Daa g LE ROR 


DATIN H ŽOP) = oo. 由 定理 2.4 知 ,PC(H2)=P(H;) 二 1. 
mE P(H1)=@a | | 
定理 2.5 设 (8,F,P;E(F),P) 为 ?概率 空间 , (Anl) 
为 一 列 相互 独立 的 多 的 子 v 代数 . Y x 之 1 令 
E= (D B|B €. k=1,2,--,n), 


EV (E, (BE, ni <a < m1), 
Z.=s(#) An A Etu E, K z OB), 
Se =o (&€%)A (1 (t. |. 是 包含 EVH o 代数 ). 
则 下 列 论断 成 立 . | 
d) V rl, k1, 7, 5 FOE. 
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D V4ENFW, BCD=0 或 二 
(3) éC =e = AEZ). 


W V€ (CZ), aCe )=PA),P—a. e. 

(5) VREE), WAC ° ),n221) 938 R.3h A BE HL E E 
序列 ,而 且 He )=P(H),P—a. e. i=1,2,3. (其 中 H= limh., H; 
= im 271 H= im QO. 

证 明 (1) aT “人 1 相互 独立 知 ， E, 5 #e+b4 s fh 
立 , 如 果 V B€ Z,., 

=, AE Z |P(AB)— CAP). | 
HERR, ECF a, MEER, 7, HAREA z £. + 
是 ， FS HBD (E wn) EF s AER T V B€ #,,B 5 2 “+ F 
互 独立 . 从 而 ,8. 与 FEI. V c€ Z +P , 令 

FO = {AE F |P(AC)= P(A)P(C)). 
HERA ECF O, E, H x E MARREN ZOYA R, 
A F= (ZC. FE, LE =, 与 Ah 
立 . 

D v 4E "Z°, 

= (E€ |P(AE)=P(A) PE)) | 
V7>1,4E 则 FF (C9 er0, 由 (1) 知 4 与 ,相互 独立 .从 而 ， 


Vn 之 1, FCS. FAME, ÜF. 组 成 一 个 包含 在 of 中 的 代 


数 ,又 oC Ü) = =e. 另 一 方面 ,or 为 和 系 , 从 而 = oC , 
然 . AC 多 .因此 ,PC4) =P (AA) =P(A)PCA). 所 以 P(A)= 0 sË 
1. 
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D Yaz fg EF NF EAT®). 


另 一 方面 ,Y hE NEF OSEE O), N x2>1. 
a=] 
=V a€ I, hE Z VN x2>1. 


SY AEI, hE f Z°, 
f SAENZ). 
FE, NEF OEA ZO. RA ERA, 
ENFAN). 


(O) V RE (eee, 由 (3) 知 V a€1,hE (|°. 再 由 (2) 
知 ,PC(h) 二 0 或 1. 从 而 ,存在 常数 cE€7, 使 得 A.) 一 c,P 一 a.e. 又 
Pœ= | Mao)zP = c. $£ M e )=PGD) ,P—a. e. 

(5) YE5(Cer). 由 于 (Arnal MAEI, aC n 
之 由 是 相互 独立 的 随机 变量 序列 . 不 难 验 证 ,HE (l ¿Ce i= 
1,2,3. 由 (4) 立 即 得 证 HC(，)==P(H;) ,i 二 1,2,3. 证 毕 . 

定理 2.6 R(Q, F, Pi (F YP) H FRR ZE, (nnl) 
(Ss()) 是 相互 独立 事件 的 单调 序列 , 且 limh =h. J AC = 
P(h),P—a.e. 

证 明 因为 Y 4 汪 1, 角 与 {h,n 之 1,4 关 村 相互 独立 . 则 由 定理 
2. 4(7) 知 ,与 相互 独立 .再 由 * 的 任意 性 知 ,h 与 {h.,n 宇 1) 相互 
独立 ,从 而 ,h 与 4 相互 独立 .再 由 定理 2.4(6) 得 h(，)=PCh),P 一 
a. e. 证 毕 . 

定理 2.7 BRO, PiP), PE FERRE, (hnl) 
¿(Z ). 如 果 令 H.= V hG = Ah, H=lim H, = limh, .G=limG, = 
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limh,. 
l G) ”如果 {H,,n 之 1} 相 互 独立 , 则 HC(，)=P(H),P 一 a.e. 
(2) ”如 果 {G.,h 之 1} 相 互 独立 , 则 GC。，)==2(G),P 一 a.e. 
证 明 (1) 由 于 {H,,n 之 1) 为 单调 不 增 的 F 事件 序列 ,车 
{H.R 这 1) 相 互 独立 ,由 定理 2.6 Bp H e =P), pa. e. 
(2) 与 (1) 同 理 .证 毕 . 
定义 2.4 设 (2, 多 ,Pi6( 多 ,是 下 概率 空间 , (hh,n 之 1) 己 
ECF) REEF). 
(1) 如 果 随 机 变量 序列 (4.(， ) ,x 宇 1} 依 概率 收敛 于 h(。)， 
即 Y e>>0,limP{ |a (0) 一 h(@) | 之 e} 二 0, 称 (hb,n 之 1} 依 概率 收敛 于 


h IE h h 
(2) ”如 果 随 机 变量 序列 {4h(。),z 之 1} 以 概率 1 收敛 于 
A(。), 即 P {limh (o) =R C0) } = 1, MPK (h ,x 宇 1} 以 概率 1( 亦 称 a. 


e) SK h. EIE limh, =h, P —a. e B fl iri fE kh, _— 


a.e P 
BAR, “h h”=> “p, — h”. 


“bh 0" Pílimlh,(o)-h(o)|=0)=1. 


P P 
“ha —h”e “h, /AA——0”=V aE (0,1 J,limP(G, AA.) =0. 


定义 2.5 RZF Pil F), P) H f 概率 空间 ,{h,% 宇 1) 导 


8 


¿GZ),V nl iB k= 2 h Wm BAPO) 0,.F(b.n2>1 88 


从 弱 大 数 定律 ;如 果 玉 人 Pb) 一 >0, 称 {4,w 之 1) 服 从 强大 数 定 
律 . 

定理 2.8 设 {h,t 之 1} 是 了 事件 订 列 , 则 {hx 这 1) 服 从 联 -1 
数 定律 的 充 要 条 件 是 limP[L Q| AP A) ]=0. 
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证 明 充分 性 如 果 limP[L(h 和 人 P(h))"] 二 0, 则 随机 变量 序列 
{h(。),z 宇 1} 满 足 条 件 :为 4 一 oo 时 
DC DAUE a ORCI 


=B{[ 2 +C )— hl» ))1) 
=P, APG, 0. | 
则 由 概率 论 中 的 马尔 科 夫 大 数 定律 知 ,Y e>0， 
limP{ Hh Co) — E aC -D | 之:}=0. 
即 RARA. 
P 

必要 性 . IE (a. a BI aE Bl k APG 0 PD 
V e€ (0,1], limP{lh (0) —EG,C + D) |Z) =0 
WRG — Aem {|h CDEC + )|2:). 
则 PURAR) == | Ca Co) 一 EC Ce) dP 

= f o) — Bh DJe f Tho) — RAC )) PaP 

<f, laP +Í. edP 

=P (A4) HPPA 2 

<PH |A (0) E@G,( * )|2>:) +. 
Br VA im PEAP) JSE. B+ * 一 0, 则 得 所 欲 证 ,证 毕 ， 

定理 2. 9 设 (h,n 之 1) 为 两 两 独立 的 事件 序列 , 则 {hn 之 
1} 服 从 弱 大 数 定 律 . 

证 明 由 于 {%,n 之 1} 两 两 独立 , 则 当 i 尖 7 PF, 38 P (hh, 一 
PQ)P(h;). 于 是 ,随机 变量 序列 {h.(，) ,rn 之 1}) 满 足 条 件 : 

E[h.C Dh CY] =P(hh) = PPh 
=E] e B[A, (°) ]. 
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J (。),n 之 1) 两 两 不 相关 , 则 当 2 ; BF, nra Cov (hi ( ° 
.))=0, W] 
O<P[G. APG) ]= DC» 2) 


=L Dc) plac ) Jl. 
所 以 hmP[LCh AP(4.)22 ]= 0. 由 定理 2.8 知 ,{h,% 写 1) 服 从 弱 大 数 
定理 .证 毕 . 
定理 2.10 设 {h,x 宇 1) 是 两 两 独立 的 7 事件 序列 , 且 Y a> 


1,P(h,) =a, i La. . 

证 明 TROED h) =a, H 8382. 988 Aa 0, 亦 ， 
BI k>a. 

定理 2. 11 设 (2, 多 ,P;6(.F),P) 是 了 概率 空间 ,{.F,,n 守 1) 
为 一 列 相互 独立 的 多 的 子 r 代数 , Y l, an € 6 CZ.) , J (8, n> 
1} 服 从 强大 数 定律 , 即 k AP, ) 一 全 0. 

证 明 H+T(2Z,,.1)Tfhsr H] C), 1) 383 yh yr 


的 随机 变量 序列 , 且 V > OJK i D AO y: 


I FE D AO. 由 福 率 论 中 强大 数 定律 的 ( 柯 尔 莫 哥 


洛 夫 ) 判 别 法 知 ,加 (*) 一 [名 (.)] 一 >0, 即 入 和 PR() 一 >0. 证 毕 . 
推论 1 设 {h,n 之 1} 是 事件 序列 ,如 果 {h(.),n 之 1)} 为 相互 
独立 的 随机 变量 序列 , 则 {hh ,4 之 1) 服 从 强大 数 定律 . 
推论 2 设 {h,n 之 1}) 是 事件 序列 ,Vn 之 1,P(h) =a. 如 果 
(h(*),n 之 1) 为 相互 独立 的 随机 变量 序列 , 则 拟人 a. 
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S3 五 随机 变量 


定义 3.1 R, F Piel F), PiE FREE, mR F 函数 
E= (Esg): QR ER, Z ,P> ERY F AMRA. N ¿5 FNE 
量 . 
由 定义 3. 1 与 忆 可 测 函 数 的 定义 及 其 等 价 条 件 , 立 即 可 得 
定理 3. 1 (Q, F Pie F), P) r RRAN, E= Eg 
9 B) RE FAR. 则 下 列 命 题 相互 等 价 . 
GQ) &=(,2 EF 随机 变量 . 
(2) 5:8 习 RR 是 随机 变量 , 目 V XE (0,1],g(*, 和 42):9> (0,1] 
是 随机 变量 . 
(3) V BEB) EEEF). 
(4) YBEEZ) aE (0,1],£ (ap) ELF). 
定义 3.2 ROF, PF), PE FARZ, E= EnA 
Q A| R ÉJ FEIRE, EEZ), POSO. 如果 设 P,C-)= PC h) 
ERF, PaO ARRE E). 
(1) #KF,G)=P,(6Co)<r) AEE 2 SE fE Rh EB 
分 布 函数 . 
(D #k B.C) € BE Ar fE h 上 的 数学 期 望 ; 称 B.C) = B, (5) 
为 《 展 布 在 关上 的 数学 期 望 , 其 中 
| Be)= | ¿Co)4P,. 


D #KD(6)= E [(£—EB,(6))2 ]3 € 展 布 在 4 上 的 方差 ; 称 
D,《&)=D, (6) 为 5 展 布 在 h 上 的 方差 . 
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定理 3. 2 如果 h€ ¿CZ ) PODO, N F, G) fE R EKAR 
减 的 右 连 续 函 数 , 且 FH) = l,F,Coo)= 0, m H. E, C£)= 


| zdF,. 


与 经 典 概率 方法 完全 相同 ,请 读者 自 证 . 

定理 3.3 设 (8, 久 ,P;s( 久 ),P) 是 概率 空间 ,E 一 (6,g) 为 
随机 变量 ,hE ¿C y, P>. J| F 211686 nk yr. 

(1) P0, H% g=io, nhf, PC) = Ph), ECE) =E CE), 
D: (£) =D; (6). 


_ 1 _ 1 
(2) BO =r]. aP =Q | ¿Ce)h,(o)dP. 
: 1 1 
D BO=pay], SE- [py], Ea 


=B [BO PRR E= g). 

(A) 34 Elo=a (H PORT, CE) =a, DCE) =. 

(5) VaER,E (a ë)=aB,C6),D,Ga E)=0D CE). 

证 明 (1) 由 于 y(z，…):(0,1] 一 (0,1] 为 单调 不 减 连续 函 
$, JE ,supph=supph,,h, (o) =g(o,h(eo))>>0,o€ Supph, Wj HP) 
0AP (Sapph) >O PG) = | gCo P>. 

L4 g=ion h}, ho) =gh) ]=4lo), oE supph, M) h =h. H 
PhD =P) , EC E)= EKE) DCE) = DC). 


D BSE =| EdP, p| soon- 


= 4 Pato) 
PED) , EB EREET 8381.6 fA EO — 


TOAGA „P— 


(3) aoao] [£(o) — B, (2) Jep, 
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-| Ë (o)dP, cf ¿(e)dP, 了 


=p, 3 f E Co)h (o) dP — [pk Je ECo)h, (o) dP J2 


-jj SeT 
=E,C&2)—[ BCS) F 
(4) 由 (2) 与 (3) 立 即 得 证 . 
(5) Eilat) = E, (a$) = aE, (E) =aB,(8), 
D, (a$) =D, (a6) =0°D, (E) = QD (6). WEH. 
定理 3.4 设 (9, 多 ,P;6(. 久 ),P) 为 F 概率 空间 ,和 一 (6,9) 为 
F 随机 变量 , 记 e. = Erion) sg = Ciosg), D 
(1) EAZ) EB F AAR R gA (O, ) 的 
F 可 测 映射 ,而 且 ¿= .,. ° g 


(2) YARE) WPO MAPL] HP 


rmax{4|4€ (0,1],g(o,4)<h(o)) , 0E supph, 
FORO ESA 
\0， w € supph. 


MAPO HEF) EW PF 测度 ,而 且 Y A€ Z ,# P(A)= 
Po (XO). 进一步 ,如 果 VY AE 0,1], glo, A) =glo,1)A, Pa. e, BB 
APOR ECF) EM PER. | 

证 明 (1) 显然 . 

(2) 由 g(0) 一 0 知 ,Po(0) 一 0 且 POD =P a= 
P(1)=1. 


又 车 {h,n 之 1) 为 两 两 不 相交 的 了 事件 , 则 supp (V A) 
= V supph, 且 {supph,,n 之 1) 两 两 不 相交 . 于 是 ,gCV h) = 
N D TEE g O > AREE 


po V h)=P[g 1 ( V )]=PL Vg Cha] 
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= 2 pLg ,= 2 PO h). 
所 以 了 "为 6(.F) 上 的 PF 测度 . 


. 如果 4E 多 ,不 难 验证 ,gn*(X4) 二 4. ATE PAO SPS 
Pe (%4). 


进一步 ， mtv A€ (0,1],g(e,2)=g(o,1)4,P—a. e, I 
galo = RE i, ,Pa.e. 则 Y 2€ (0,1]5 4E Z ,# 


PP QA)=P[g'1 (AA) = LCD p= aP 154l 
=4P[ g7 (xa) ]= APOO APU, 

又 由 ”为 PF WE SI, P 为 6() 上 的 概率 .证 毕 . 

定义 3.3 (1) V BEc( 多 ), 记 8(B)==P(E1(B)), 称 8 为 F 
随机 变量 (在 (名) 上 ) 的 诱导 分 布 . 

(2) V BE 名 , 记 F(B) 二 PL671(B")], 称 了 为 随机 变量 < 
(在 急 上 ) 的 诱导 分 布 . 

定理 3.5 BOF PeF), PH FERZEN, E= Eg 
F 随机 变量 , 则 

(1) FC) EK PF 测度 ,而 且 Y BED), A 

. ray= | pe sap=| , 8 (BAF. 

(D V B€¿(@),F(B)>0,# 


Pr =p ,4 Dx aan, 
E to CE) =z] ñ zg” (B) (zx)aF, 


Dipta (é) = = | p I CB) GAF 


1 
一 O f zg1(B)(z)dF_]2, 
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证 明 CG) FOB =P[(£1(B)]=P[g'(6, (B)] 
=P [¿. '(B)]= PO [B ° £] 
由 定理 3.4 知 ,2e 为 5( 多 ) 上 的 PF WE, R| F A ¿CS2) EJ PF Wl 
度 , 且 
FO(B)= Pe [B ¢J=P[lg(B° 2) 
=| IBGP 


=| ,9 BIOP. 
| PLe1C(B)Xuco<o] 


(2) Fs WP ls rT M 
由 于 6 Becan = ETEB- Xoo] s 财 由 (C1) 知 
1 . 
有 xz) 一 rE] p D LBXco, dF 
1 - 
=la g 1(B)XC dF , 


En (=| Fa = F| ， ag” (B) (dF, 
另 一 等 式 同 理 可 证 . 证 毕 . 

REIR, RE PODOM, F ,P,) 为 一 概率 空间 .随机 变 
量 的 分 布 浮 数 就 为 F.. 从 而 ,概率 论 中 的 很 多 结果 都 可 以 相应 得 
到 . 由 于 方法 同 经 典 概率 方法 雷同 ,不 必 一 一 叙述 ,只 举 一 、 二 说 明 
其 基本 思想 . 

定理 3.6 R(Q, F Pil F), PJ F 概率 空间 ,hE ¿CZ), 


PODO, iir ,6… 为 随机 变量 序列 , 令 yl De ,如 果 
lim D, (m) =0, NY z2>0,limP,(|#-EG |>) =0. BẸ 


— Eh = L 2; [e — mc) o. 
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这 就 是 马尔 科 夫 大 数 定律 的 变形 ,下 面 再 列举 独立 同 分 布 的 
中 心 极限 定理 的 变形 . 
定理 3.7 RF ,P ¿(Z ),P)JEE F 概率 空间 ,hE ¿(2 ) 
PDO, é Ert én e DAEM HV rE R,P ES} 一 
P, {é Co)<z) 021, H ECE) =a. Di(&) =E (0, +2), H] 


Xa 


z 2 
jinP( 一 一 一 一 一 一 -一 委 z) 一 e`di. 


$4 随机 集 与 落 影 分 布 


设 (和 X,B) 是 可 测 空 间 , 令 多 (B)=={A|ACB) 设 {A4,kE kK) 为 
多 (B) 中 的 任意 子 族 ,AE PB). iE 
Y A= {4| KE K,AE A), 
QA {AlY KEK ,AE A), 
A' =(A|ACA,A6 B). 
显然 ,在 多 (B) 中 上 述 运 算 封 闭 . 进一步 , 令 
‘13(4)= (BC B|BC4), 
2 (A) = {BE B|BƏ4). 
不 难 证 明 ,ia(*) G= DRA FANER. i 
(1) l| (@5=(@), la(X)=B, 
2e(Ø)=B, 2s(X)= (X). 
(2) # 4,BEB H ASB, Mls (A) is(B),28(A)D2s(B). ' 
(3) V {4 kEK) SPB), H 
la( QAD= A 1s(4), 
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2FC U 4D = (1 2s (AD. 
对 于 2FC.2(B),— 
Ær = (A € Blla(4) € 2) 
Hs = (A € B|) € 2), 
有 下 面 定义 . 
定义 4. 1 称 25- 为 正规 的 超 " 域 . 如 果 
AXE U NOE FPB EH o RR 
DR, =Æ, =B. | 
特别 , 当 B= @ (X), 2 = Z (SPX ( X)) i, E 为 正规 的 超 c 


对 于 非 空 的 2€°C2 (B), 记 
AAEN (2 | g#°—.2# H. A HERE o 城 ) 
= (AC (B)|V 正规 的 超 o RADA, AC 2). 

定理 4. 1 (AORE .多 "的 最 小 的 正规 超 = 域 . 

证 明 ”首先 不 难 验证 Q C26°) E "代数 . 设 26 是 正规 的 超 c 
JR. AC B,is (A) € 2, JA III is (A) € eC2F°), 于 是 

BE (A€B|is(A)€o(26°))=o(26°), — G=1,2) 
从 而 CLE), =BG=1,2). 所 以 CE ) 为 含 多 "的 最 小 正规 超 o 

记 B=o{1s(A),2s(4)|AE B), 
PE Ê H B 生成 的 正规 超 o。 域 ,(X,B,B) 为 超 可 测 空 间 . 

定义 4.2 设 8,X 是 两 个 非 空 集 ,DX). 称 映射 T;9 一 Ds 
9 9 #J X LOE IË Bh 59. 

定义 4.3 BRF EWEN, X, B, B) 85 m a]. 称 
集 值 映 射 T. 9— B J Z -Ê THH, im AC ñ ETA) = {0€ 
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DT E AE 
WEY ALEBA 
D l AD = oE Rll EAE G=1,2) 
称 工 为 (DG 一 1,2) 底 可 测 . 如 果 (1 底 可 测 与 (2) 底 可 测 同时 成 
立 ' 称 卫 为 多 -B 底 可 测 的 . 
定理 4.2 设 (8, 久 ) 为 可 测 空 间 ,《X,B,B) 为 超 可 测 空间 . Wi 
集 值 映射 7; 8 一 B 为 多 一 B 可 测 的 充 要 条 件 是 厂 为 .一 B 底 可 
测 的 . 
证 明 VRYE. HT Ê EERE o 域 , 则 
$, = (4€ B|is(4) EÉ} =B G=1,2) 
从 而 
{ia(A)|i—=1,2,4A€ B)C B. 
车 了 是 多 -好 可 测 的 , 则 DJE Z, AEB, i =1,2, AR T 
JÈ F -B RA Mik. 
ZA = {ATB AYE Z). 
RRUA, Z 是 5 代数 . 如果 本 是 -B 底 可 测 的 . 则 当 AEB 
时 ,有 Tia(4)]E .FG=1,2). 于 是 ;ia(4) EL,G=1,2). 因此 
Ci {AE Blis (A) EX) =B, G=1,2). 
HB | | 
22 (1ls(A),2 (A) | AEB}, 
于 是 
` BË=6[1, (A) , 28 (4) | AC BTE. 
即 当 AC B BF, YVE AC ZZ. JREI F-' CAD € Z. BF. T 8 F -Ê 
可 测 的 .证 毕 . 
定义 4.4 R(Q, F, PEREZ M, X, B, Ê) E BP 2 BJ. 
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如 果 集 值 映射 :8 一 B E -É 可 测 的 , 称 荆 为 随机 集 . 若 令 
P(A)=P{r'(A)}, VAEB. 
PË (A= P(r'lis CA) 1]}, V AGB. 
称 P.(.):B>[0,1] 为 在 B 上 的 诱导 分 布 . PPC): 
B->[0,1] 为 的 () 落 影 分 布 G==1,2). 
定理 4. 3 诱导 分 布 P. EÊ ERRER. 
证 明 显然 有 P.(B)=1,0<<P.(A)S<1,Y AEB. 
W (A,,n21)C B,A, Y A;= 2 ,i j, WJ 


PU AD =P{(r (Ü AD) =P{ Ü T'A) 


= ÈL P{ PAD) = È PAAD. 

所 以 P. E: Ê ERER. 证 毕 . 

容易 验证 ,P. 还 具有 下 列 性 质 : 

d) 车 Ai,AsEB, 则 P(A1) 扩 P(A2). 

(2) V AEB, 有 P.(A')=1~P.(A). 

定理 4. 4 Eat PO RA TIES. 

(1) P®V(X)=1, HOSP? A)<1, V AGB. 

(2) MẸ 4,BEB E. AGB,JI| PD (APPB). 

(3) #H#L(A,n21)CB, l 

当 A=ƏA. >l H lima, =A B, PO (A) = lim P (4,); 

34 ATA >l, Hlim A.=4 BP, PSD CA)2Z lim PG (A,) ; 

特别 , 当 开 是 有 限 集 时 ,最 后 一 个 不 等 式 取 等 号 ,因而 是 正规 
强 半 测 度 . 

证 明 (1) 与 (2) 显 然 . 

(3) 34 A2AnH A. Y4 时 ,有 
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Po( =P (limA.) = PP( Ñ A) 
=P (Us 4)]) 


=P A ME GAD] 
=limP{M [1s ]) 
= lim PH ÇA... 
类 似 地 ,可 证 明 另 一 不 等 式 . 证 毕 . 
如 果 {{z}lzEX)SB, 记 
LSP MPE] =P oE Rro) € 2F((z))) 
=P {0€ Q9|z€ P(o)). 
特别 , 当 To) =AEB if, RWT) = XC). 
定义 4.5 LAE, F Py LERDE TEAM F 4. 
定理 4.5 RFrFRTEHRRRKATO), WEEER ZN 
《8,9 PSARNE X, B, BURNER r.o B E 
T(x)=P{(oE 9|]z€ P(e)), V z€ X. f 
证 明 设 o=[0,1],2 =Z EL, JER Bore 集 全 体 ,P 
为 Lebesgue 测度 在 多 to 上 的 限制 ,B= (x), ñ—=% (2 (O). 
记 
T:[0,1]>Z(X), 
TD)=I,= (z€ X|[G)2>a), V'a€ [0,1]. 
则 
Plac [0,1]iz€ T'(a)) =P {a€ [0,1J z€ T.) = TG). WE. 
由 此 可 见 , 随 机 集落 影 分 布 给 出 了 建立 正 集 的 隶属 函数 的 一 
种 统计 方法 , 
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“S85 F BDE 3 5 P 8 ° i 
的 可 测 结 构 


本 章 最 后 几 节 讨论 随机 模糊 集 的 基本 内 容 . 并 . 娃 立 相应 的 理 
WER. 随机 模糊 集 是 既 考 虑 模糊 性 又 具有 随机 性 的 一 种 数学 模 
型 . 我 们 主要 引入 4* 型 与 Et 型 随机 模糊 集 的 概念 ,并 着 重 系 统计 
论 B* 型 随机 模糊 集 的 一 些 基 本 问题 . 

本 节 是 为 以 后 各 节 作 准 备 ,主要 介绍 一 些 以 后 要 用 到 的 概念 、 
记号 和 引 理 . 

为 了 方便 ,以 后 总 假设 XERRI = 0,1), X EWF RE 
体 记 为 = {Alh X>). 9 为 另 一 个 非 空 集 . 称 映 射 T, Q—- I" N F 
集 值 映射 . 

定义 5. 1 RT, T a> ORE F RER, ARE: 

Ti =T ,OV wE 2, Tı lo) =T: (w) 

TAITEN WE Q, T oT: lw) 

TA TRESI %€E9, 使 71(w) 与 7;(w) 相 重 

人 与 7; 不 相 重 OY o€ 8,7,(w) 与 7;(w) 不 相 重 

Trz HES] oE, ET. o) MHE 

(T.,n221) J33R 885 V o€ 8,1{7,(w)) 不 相 重 . 

如 果 * C IA.V ,十 ,…; 四 , 〇 , 十 ,一 ,人 入) ,界定 VY o€ 9, 

CTi * T.) Co) =T; Cw) x T; (o). 

(Ti w T, w e x T. x =) Co) =T Co) x Talo) x e x TO) o 
( 当 * 为 直 和 “十 ”时 ,要 求 各 项 不 相 重 ). 
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T Co = wy. 
dimh o = lim [T, Co], 
(im?) Co) = iim[T, (e) 
如 果 jim7, = tim, 就 界定 Qin T,) (o) =lim[7,(o) J. 
定义 5. ET, 1) S F BERES. MRY >l, T. < 
T. QB T, ST) MJ fk IT,,n 2 1) A E 34 CH JY Y, s js 
减 ) 的 : PEIS. Ba pe F 集 值 映射 序列 统称 为 单调 集 值 映射 序列 . 
显然 , 若 {7,,4 宇 1} 单 增 ， 则 NimT, = V T.. 


ToD AIR limt = A Te 
HT F 集 值 映射 的 上 面 各 种 关系 和 运算 都 归结 为 集 的 相 
应 关系 和 运算 ,因此 ,原则 上 集 的 关系 和 运算 所 具有 的 性 质 都 
可 以 照搬 ,不 再 一 一 列 出 ,以 后 直接 应 用 而 不 再 作 申 明 . 
YA,BE ZC) 以 及 多 (1) 的 任何 子 族 ({Ai,kEK), 记 
UA RET |] EKRE A), 
MASAE |Y EKRE A), 
A' = (kE TNEA), 
A—B={hEA|kEB}. 
不 言 而 喻 ,在 有 (179 中 上 述 运算 封闭 . 
HTE EX, S 
Cr: 15>], hC, h) =hiz). 
MEAP e 1 WEE 
C'A = {REI |k) A}, 
OW)= (hET IAD EW} 


一 般 , 任 给 GC X S 
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Ce: 1% —>I hC (h) = (h(r) ,rEG). 
而 且 对 于 任何 dE€E7 与 p€ 2 (Is y# 
Co (d) = (hE I" |Co (h) =d}, 
C4 (D) = (h€ I |C Ch) € D). 
WE T: 9> 为 集 值 映 射 , 则 C. ° T: Q91, Bp 0, | TEP, 
V z€ X. 不 难 证 明 下 列 引 理 . 
引 理 5. 1 设 7,7,,4 之 1, 均 为 9 到 77 的 了 集 值 映射 , 则 Y +C 
XE 
(GD Co (VTO= VO, ° Tas 


(2) C,° CAT) = NC, ° Ta; 

(3) C, e (BHT) ZNO ° Tns 

(4) C° GHET,)= HO, ° T, $g, C ° OT) = 
h(z)C, ° T. aE), l 

(5) C, (QTD =C ° Tu; 

(6) C, e (@T)=@C, ° Tn; 

(7) 0, e (Tı—T:)=C, ° T, —C, ° Tz; 

(8) C: e (P. AT,)=0, ° T, AC, ° Tz; 

(9) C Tr =(C,° PY; 

(10) T,=T,ƏV z€ X,C, ° T, =C, ° Tz; 

(11) TKT z€ X,C, T EO, ° Ta. 

引 理 5. 2 #T,T,,n22128 Q F] I 的 7 集 值 映射 , 则 

` (1) limT,=TelimC, ° T, =C, ° T,V z€ X; 


s— o° r= o 


(2) limT, =T limC, ° T =C; ° T,V z€ X; 


No0 x—c 


(3) limT, = Te>limC, ° T,=C, ° T ,V z€ X. 


r= 
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引 理 5. 3， WR T.,n2 UN 9 #l| 1" BJ F RERA, I 

(Q) (T,n2214483Reovy z€ X, (C, ° T,,n221) 488. 

D 若 人 ,之 1} 不 相 重 , 则 ,Y z€ X,C, ° 《27.) 一 
20 ° T,. 

É N=(zo,zoeo z CIX = (GQ, 2 i, 为) | 和 ET,i 一 1,2， 
n) a= (Gaya s a.) K B= (Ar pss, B.) ET, ap,i= 1,2, 
oN 记 


J (a) = {hE r [hCG) Soi=1, 2, „n? 9 
€ [hz) > i=1,2,: 4 al, i=l, 2 和 


N Ø, 否则 . 
Jy(G,B]=Jz (o) [17% (p> 


= {hE I*|a< hz Kp i= 12, n). 
不 难 证 明 下 面 引 理 . 
引 理 5.3 (1) JF (a) = (o; 100, a= JE (a) 


JR (a)= 


= A UZ (a) ; 
D IROD = Ar a J= (ut D= Å R (aD; 


(3) ina,BJ= fC p= fT (es ps 
(4) Ju(la,0]=J& (0) —JË8 (a) =Jü (0)— Ie (A), 
(0<ça<0<1); 

(5) J&(a)= IAY = (J. (a,1]J) , (aE7)， 

又 对 于 任何 hE I AC ZB(X),4E1 记 | 
IEA) = (g€ I” | gR}, 
JZ A) = (g€ I | gh}, 
JF(A)= (g€ TgSA), 
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JPC) = (g€ I*|ç,—2A). 
进一步 , 记 
Z= (IF EFN H X BJ n EFR) 
Z =1Jüe(oe) aC P'.N JS X B n AFRI), ， 
Z= (Ise B]laE FBE, a<B,N 为 X 的 4 元 子 集 .4 宇 1) 
FESE MER}, 
SIT ERD), 
SEE AE DY AEN, 
LP={IP(A) AEP OO AEN. 
(E= {L| L2E, S 为 代数)} 即 c(G) 为 包含 集 族 e W 
最 小 o 代数 . 
引 理 5.4 ASCAF H4 X AERAN, ASAS. 
证 明 因为 25 中 的 任何 元 素 SFOR 1 E p JEE ` 
式 , 只 要 令 
í is rz=xz € N, 
h(z) =< _ 
d, IEN. 
所 以 ASSIS WI H 4 X AERE, JSA) = QISA MU 
IEDEFS, TE X ZyEC ZS. Pr) ZS= JF. 证 毕 . 
引 理 5.5 (A= F= FS =U) 
=o F =o F> )=0 Ê), 
其 中 #S=1£&, Ox EX, aE, >= J (a)|z€ X,a€ I), 
Z= (Ja (a, B]lz € X, 0K01}. 
证 明 V J#(oa)€ ZS,H5|EBB5.3C(1) 3 
J$ (a) =A R] EE) 
则 FESP A FOC. ARME o eT 
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o( Z), BID) (Ze y= o 由 此 可 得 RU (S). 从 
而 Cs U >C S). ERIH FOTU). FE 
E o ESO So ESU £). 

XY Js Ca, B= i ta p] = A EIB D — Th CJE 


oF) WM o ATF), YY JED = Aga] ELA). 
从 而 ,得 证 o A oA. 
HETE A= (7) = 6 (7), (=o (U. 
综合 上 述 , 即 得 所 欲 证 . 证 毕 ， 
引 理 5.6 “08 UsoC2r U.AP)， 
证 明 对 于 任何 .CE Z< < El 


JEJ? WDS AE ONL yp heo C JIE Cha). 


N 
ERNI 
网 E = Q IE 0) Ert JISU FP) 从而, AEU 
Z). RE Ze a AU £). PÆ o (Ze U Zç yC 
oSFU r). 

XV JEDE LF IPOD E EP. @& KP = X, V AA AO =A. 内 
为 

g€ Jr (DONE AGV ac /, 34 a< 2 E, gE X, 4 a> 2 Hf. 
EADY aE 1, S= Eh "gE JED. f 
则 IEOS E FEU Z) AN Ar EAE UAR. A 
E BIE, JP (A= Je AP) Eo (Z$ U Ze). MAM APSF U 
Zx). F3EX $ (JPU SE Ze U Zx). Ra ER, g 
证 .证 毕 . 

引 理 5.7 如 果 记 2 e FUA B =l FS, N 2 
Se ,是 当头 为 有 限 或 可 数 集 时 ,加 ` 二 v7. 
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证 明 ” 由 引 理 5. 481, £<C 后 所 SU Zç ,WJ 2*C.*. 

当 X= (mist z. RT, DI) V hC IX, i 

TEW = (g€ F [9LAD n€ X) = TE A). 
HIED € Z$, JAWI AFS. 

XV AET, S h= (z€ X|h(a)>0)C X M ER FAEN z€ h, 
FE OP a> ET OLAP < AV 1, B ima” =G. B) V e° 
二 h(xi). 于 是 

JIZ W = {gE |g UDE) ,z, € X) 
= {g E I” |g) hr) ,z, € ho) 


= Q WET lsG02hG)) 
= Q t€ r*|çG02> V AP) 
= MN (g€ X'lg C2)>%0) 
= A AIZA., 
E JZ aO E Z WI? O EZ, J ñ Z*C Z". 
综合 上 述 ， Z U26882, 则 oC Zx, 于 是 B = e *, 证 
毕 . 


定义 5.3 PAO — x 型 可 测 宅 间 , 《7,2*) 为 wi 型 
可 测 空间 . 
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36 随机 已 集 的 定义 及 其 性 质 


定义 6.1 设 (8, 多 ,P) 是 概率 空间 ,下 集 值 映 射 
T.Q—I*, o—>T (o). 
O 如 果 了 是 多 -.exx 可 测 , 即 YAE.eaz A T-1(A)= (o€ 
2|7(ocE4}E 多 . 则 称 7 为 十 型 随机 己 集 (简称 为 ARF 集 ). 
D mT- IM, iY AE PHT AEF 
fk T 为 B* 型 随机 了 集 (简称 为 B*RP 集 ) | 
分 别 以 多 C ex) F BE ARF RE BR 集 全 体 . 
定理 6.1 多 (.x*)C (BY), 特 别 , 当 X 为 有 限 或 可 数 集 
DAEA oF (x). 
证 明 如 果 TE 多 (ey*). 由 引 理 5.7 知 ,名 * 忆 .ov*, 则 
V AE BI>AE NA STA EF . 
A TE F (BY. AN F ADF (9B1), 再 由 引 理 5.7 后 半 部 
分 立刻 得 证 本 定理 后 半 部 分 . 证 毕 . 
定理 6. 2 ”下列 三 条 相互 等 价 : 
(1) TEF (YX)., 
D V DE LLUAR, 有 TI'D EF. 
(3) V Be #FUZP,# T-'(B)€ Z. 
证 明 (1) 二 (2),(1) 二 (3) 显然 . 
(2) 二 (J]) < 
H =1AC 207) T I AE Z ). 
由 (2) 知 ADAE UF 不 难 验证 ,2 JE rx Eñ e 0398.0 SC 
Əo(Z£ U Z2)=. *. HEY AE # T- CA) €C S HI Te 
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F(A). 
(3)=>(1) 雷同 于 (2)=(1) 的 证 法 . 证 毕 . 
定理 6. 3 HEr RERA T.O 15. Ç 
P= fleo Ae an CD JAE ZAD), 


Taleo) = (TCID T s T Oa V ER, aE 


(I MRY aC I.T. t> 32(X) 是 随机 集 , 即 YV AEZ), 
ATT AEZ. J| T€ Z (Z). 
(2) HE T€. CA, WY El, Ta 9—S2(X)2 OORA 
W; Ta: 212 (X) H COE n] MI. . 
证 明 C) 如 果 Y a€7,7, 为 随机 集 , 任 取 AEI”, W 
Q RELTA) = e€ 9|V a€ QNT, To) K) 
= WE Q|T(o)<h) 
= {0E Q| TO EJEA} =T (JE h)). 
FETT UEO E Z. MEET OUA EF. 从 而 ,对 于 任 
何 DE EU Ze TI (DEF. Hh EFB6. 2, TEF (AF). 
D HIR T€ S CO ,V aC, Ë a=, N T.=(, BRO 
底 可 测 . 若 cEf0,1), 则 对 于 任何 4E 多 (X), 有 
Tlam A) = (e€ RT (0) CA) 
= (e€ 9|]T(o)€J.S(A)) 
=T E (AD). 
由 定理 6. 2 知 ,7- OUFE F. 从 而 7 为 (1) 底 可 测 . 
同 理 可 证 Y a€ I,T, 为 (2) 底 可 测 . 
应 用 定理 6. 3(1) 的 类 似 证 法 ,立即 可 得 下 述 推 论 . 
推论 设 7 为 8 到 1” 的 F 集 值 映射 ,如 果 V a€ 7,7。.(6) 为 随 
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机 集 , 即 Y AG. DIX), # T, AEF, MTEF C: 

定理 6.4 设 Y acl,” o, 0> (XE BE LE EY o€ 9. 
(| Co) = TS (oy, T (o) =: V aI" (o), DM p€ Z (et), T) H T, 

证 明 Yoc RRE T.Co) == I") Co). MA T. = re. 于 是 ， 
V aE, Ta Q2) H BIBLE. 由 定理 6. 3, 立 即 得 T€ Z C") 
. 证 毕 . 

由 定理 6. 3 的 推论 立即 得 下 述 推论 . 

推论 BY a€ 4,T9;98 一 多 (CX) 是 随机 集 ,而 且 YV oc 89， 
Ur = e ,Tp(e)= Vor W T€ Z Ce" H T,= re. 

定理 6.5 TE. 久 (名 *) 的 充 要 条 件 是 VY LESS, TIOE 
F. 

证 明 ”类 似 于 定理 6. 2 的 证 明 . 

定理 6. 6 T€ (SM) 06J383E AMENT X 的 任何 有 限 非 空 
T£ N.C, ° T€ Z (Zx). 

证 明 必要 性 . 设 TEFA. 对 于 任何 六 一 (zzz 
TX Clasa aD Er H 

le€ 9|[T(o) 1(2) a,i=1,2,.,n)} 

=T (JE Ca, az, scn) ) (1) 
由 引 理 5. 4A B= (Zé) BlV NAD, NEN, J =E COR 
以 写成 Zç 中 元 素 的 形式 , 即 
= {EP IL) Sas z EN) = {hE I" |h(z Sa, z, € N). 
因此 
(Gy ° T) ' J°)= {0€ Q| (Cx ° T) (o) € J°) 
= {0E Q| [Cr ° T) |z) Sa, z, € N) 
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= {0€ 9|C To) (x) a, z, € N) 

= (e€ Ə|[T (e) JG Sai=1,2,. a) 
由 (1) 式 知 , (Cx。7)-1(J*)E 多, 再 由 定理 6. SOR X= N 的 情形 》 
知 ,Cy e TE Z (2"). 

充分 性 . 如 果 对 于 任何 N= {zz,…，zm)SX 有 Cr。7E 
FB”), WFE S E Zç", 

(e€ Q| (T EJ} = (C PT) €Z (2) 
(因为 @"=c( Z$)). FÆ, FAET JEC, aam) € Z<C 
Da 
1(JG(aayaz 0)) 一 (oOE8ITGo)EJG(Coyoa 0)) 

=(o€ 9|[T(e) JG) Za i= 1, ,.n) 
= (9E 9 CI LT(e) ]G ) Zi=1,2, n). 
而 且 存在 Je Z€ ,使 得 
{oE 9|C [T (o) ]G) Ca, zi€ N) = [e€ 9|C [T(eo)]€ J°). 
HDR Tg (aya, oa))E 罗 ,所 以 由 定理 6.5 知 ,了 6E 
Z (S>) ,证 毕 . 
定理 6.7 T€ 2(" J 3C3E 3 FEV z€ X, 
C: ° T,Q—1, , 
eo|— (G, ° T) (w) = O,(T(e)) 
是 有 事件 , 即 o, ° TEEF). 
”证 明 必要 性 . 设 T€ Z (sx). 则 对 于 任何 zEX,XE7， 

(CG, e P)O, aD =T O OAD ETTITA EF , 
Ék C, ° T€ ¿(Z ). . 

充分 性 . WV z€ T,C, ° T€ ¿(Z ). WY N= (r, z CX 与 
JE (mm GE Z< ,有 
T (JE Cam s G.) ` 
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=T- NN 76) (0)) 
= ATIG a) = Å (e€ Ə9|T (e)€ Jé, (CODE 


= A (0E |0, T0) Ka) = A (e€ |C, * T)(e)<a). 

由 于 各 {oE BC ° MDa) EF PE TOE Casaya) ) 
€>.TJk,H EBE6.58I T€. (多 *). 证 毕 . 

定义 6. 2 设 了 为 非 空 集 , (8,.F ,P) 为 概率 空间 ,如 果 映 身 
I: XX 8 一 了, 满足 条 件 :Y¥Y EX, Ia, DE A F 可 测 函 数 ， 
RI AG, OEEZ), P E X EAREN. 

概率 集 概念 是 由 KK. Hirota 最 先 提 出 的 . 概率 集 过 实际 上 是 式 
B| ON FKR, HV z€ ,17(z,*) 是 事件 .下 面 的 定理 6. 8 构 通 
了 B* 型 随机 集 与 概率 集 这 两 个 概念 之 间 的 等 价 关 系 . 

定理 6. 8 设 映 射 厅 ;XX8->1 5 F 集 值 映 射 7;8->7* 满足 条 
fE ICa, 0) = (C, © TXO), Y G,o) € XX 2, W| T€ 2 DRE 
条 件 是 忌 是 工 上 的 概率 集 . 

证 明 由 定理 6.7 立 即 得 

T€ Z BOGY z€ X, IG, )=C ° T) € (Z) 

SI Æ x F098838 48. 证 毕 . 

推论 ”如 果 TE (A), M 

Q) 对 于 N= {ry EX, Or ° TEF (BY); 

(2) VY rE€EX,C:。T,8->1 是 事件 ， 

(3) YrzEX, 令 了 (xz,*) 二 (Cx。T)(:), 则 了 是 X 上 的 概率 
集 . f 

证 明 由 了 6E 多 (er) 与 定理 6. 1 可 知 ,7TE 2 (S2:). 由 定理 6. 
6 得 证 (1). 由 定理 6. 7 得 证 (2). 再 由 定理 6. 8 得 证 (3). 证 毕 . 

定理 6.9 (1) V h€ P. TC) = h,V o € 9, WJ T € 
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多 (ex 
D ETEF MT EFA). 
证 明 O) Yre, Hi 
当 ASETI E OER TOK) =E F 
当 AELH, TIER) = (o € RT ok) BEF. 
FET (JE GJC F. AERE T IAEF. Ty DE 
ZU Z* # T '(D € Z . HEG. 2A TOEF (e°). 
(2) VT€ ZC O) W|V A8 x, 
(ry (Jf R= [o € Q |T' KA) 
= {vE TO) h ) 
=T I EF 
E, TOT CIOJ STUS (0 JC Z. H E6. 2 得 证 7' € 
F(A). 证 毕 . 
定理 6. 10 O) YREDP, Æ TO. )=h, T€ Z (CZY). 
D #T€. (21), r EFLA). f 
(3) V <€ (V.A. TL, DO, 2), ZORAN 
与 可 列 * 运算 封闭. 
(4) ÆT TEF (B). W 7 — T, TANEF (ZY). 
(5) #(T.n2>l; 38 FCA RH RRE W 则 lim7,€ 
.多 (BY). 
证 明 (D HT (ZC (BXY), 以 及 定理 6.9(1) 立 即 
得 证 . 
(2) VT€.Z (AC, T€ ¿(9)=>C, o T = (C, ° Ty: € 
¿CZ YT EH (BY). 
(3) 由 引 理 5. 1 与 定理 6. 7, 其 方法 类 似 于 (2). 只 证 可 列 并 的 
情形 ,其 余 类 似 . 
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V {Tal FCB SY 1l, e TEEF), (WY z€ X). 
>V Ce TEZ), (V z€ X). 
=V z€ XC VTD ESF) 
> VT. €. (G `). 

(4) 与 (5) 证 明 方法 ,类似 于 (3). 证 毕 . 

推论 ”如果 为 有 限 或 可 数 集 , 则 定理 6. 10 的 (3),(4),(5) 
中 的 运算 在 多 (Ce ) 中 封闭 ， 

由 定理 6. 9 与 定理 6. 10 可 以 看 出 ,2 CB rh BJ ë 8 Du 1, 
FZO PREE ES ETI UER MEE EH U E 
F BOTHE, MHE RRR R 6 7 ("ht j É 
PA BENLE $Ë. 


$7 Bh4 F $ 6545 59 Jy Mk 5 3E 


定义 7.1 ETEF O TESCH ,界定 
Pr (ADA P (oC RITI()E A). V AC... 
Pr (A)APIOE Q Tao) EE Ay. v AGE Zx, 
则 称 P, COA T fE (r. 5 E BJ PS S y dH. Pr CO A TES, 
S" EATI h. 
定理 7. 1 IT € (G T€ F CB, W P. OET, 
-oz 下 的 概率 ,Pr (Et. ZO ERER. 
证 明 显然 .PC 一 0.P009 一 11,2. 
V ASEA RAO ANAS @ k j. Wl 


Pr (UA =P oE QT Go) € Ú A.) 
r= 1 n = Í 
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=P(e€ 9|3 n2:1,T,(o) € A,) 
=P(Ü (e€ 9|T,(e) € A,)) 
因 VY k,j>>1,kZj,lo€ 9|T (o) C Az) ETEA, 
则 
Pr(U A)= ZP {0€ 9|T,(0) € A.) = 2P, CAO. 
G= 1 或 2). 所 以 Pr (JE (Y, A ERER, Pr E (t, B) EJ 
概率 .证 毕 . 

推论 7TE 多 (erz), 疡 为 了 在 (Perx) 上 的 诱导 分 布 , 则 Pr 
在 D 上 的 限制 是 概率 . 

证 明 ATEFA DTF BY, | TEFA. X. BY 
=. hk P, E B 上 的 限制 即 P, 在 (1*, 多 *) 上 的 诱导 分 布 ,由 
定理 7. 1 知 ,Pr 在 多 * 上 的 限制 是 概率 .证 毕 . 

定义 7. 2 设 TE 多 (多 * ), 对 于 XX 的 任何 有 限 子 集 N= (z. ` 
sthn >l, S 

P Cha såst A 
2a) € 7. 称 非 负 函数 族 

{PEO O s225 An) | (为; 知 , AD EN 为 了 的 4 元 子 集 ,n 
=l} 

为 BX RF 集 7 的 分布 函数 族 . 

定理 7. 2 FP Oset AD RA A FIER. 

(CD1) FP M,d DERT ETET RAR H A E 
续 的 函数 . | 

(D2) FPDCG1,1,..,1)=1, f 

PPO ,Aaron yAn) = FE hh) 
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FE (Ay May y Aami L) = FFE A A t A). 

(D3) XF a= (a,m, oa) € P B= (Ar pa B.) € Pa, 
<pi,t=1,2," n 令 

Ass FEO (QA s Aay tty A) A FPA t is Aa) — FEO Cs 
lists), 

Ass Aie FEO a A s w) AAH ESO hs pyst sT) — 
Ags PP (A ta; tt A), 

WEE CM s Aast ADA Anp Aia Ag. PE Ca A s?a) 

则 
Ag 和 sc) 一 人 ARa, Atea PEO ashes 
M), 
其 中 人 za) 是 1,2, ,的 任 一 固定 的 全 排列 

G) Fi (Jn Ca, BJ) = ABEP Ch, ha Aa). 

证 明 由 概率 POORT TET E ETE Rp RED). 
再 由 PC) 的 定义 ,(D2) 显 然 成 立 .下面 证 明 (D3). 

G) PIR i<j, 则 

Aš, Aia FEO ,hse An) 

一 BY 和 pp 一 

— FDC ,Bienes os sh) PED CEET EET, LEE O) 

=A Ag F Oas Ast sM). 
应 用 上 述 的 推 证 方法 可 以 证 明 

Aap C1 和 一人 人 


GD KA FUs g] =F Ae (a, BD. 经 过 计算 ,可 以 
得 到 ` 
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Pa Å Ti o BD = Ai AR P Oa AD. 
于 是 Fra Ce BD 5 Ana. Aba KEO 《为 ,… ,为 ). 证 毕 . 
引 理 令 
Fay =S Rada G, PJ a, BET}, x€ X, 


S= AN A JA ES RH) N= [r 22 s z EX nih, 
i=l ' ' 


Z= (DAAE, 2m B ANAD ,j,m21). 
ULZ EBSO rE X 855 MEA. 
证 明 RLD 0z)jzEX) H 多 对 于 不 相交 有 限 并 . 
〈 直 和 ) 与 有 限 交 封闭 . 不 难 证 明 , 如 果 ABES, BTA, NUETE 
An BEZ, BIA, k=1,2 4sm, MH ANA=J, BNB =J, 
天 让 使 得 A= Ü A..B= ÜB. Hii A— B= Ü (A,—BO. 而且 每 个 
A,— B, 又 可 表 为 9 的 有 限 个 元 素 的 直 和 , 故 A 一 BE Z. LAF 
IE rE X EJEDE Z, i L ERR. E. 
定理 7. 3 如果 非 负 函数 族 
{PO (Aa p Aaser y An) | Crs Aas ttes ADELN F X Bj a EPR 
之 1} 具 有 定理 7. 2 中 的 性 质 (D1) 一 (D3), 则 在 D 上 存在 唯一 的 
概率 FC(，), 使 得 对 于 任何 JS O s Arst Aa) E FSE 
FCIS COM Nay h)) = On A.A). 
证 明 ”对 于 任何 z€ X, HE 
FJK (a)) AF" (a), V a€ 1. 
FO ala, p AFO)-F (a), V 0<a<0<1. 
(YA, ES. WMR A, = JE (a), 则 界定 


FO YA AFO Car aa 0), 
i=} 
其 中 N= {zi 9 了 29 , z.) ;如 果 Arp SS in (e, ñ. 1, Ka, <p, S l,k 
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=1;2 r CLD RR r T A. =JüG, (2), ML E 
FC NA 2 A /A2 AEs, EO Ca |... ,Zn ). 


进一步 .对 于 se 中 的 任何 元 素 A= UAn EY ANASO i 
Z), L AE 
FAA UAD. 
x (7 一 BCL 1 1) 一 | 
于 是 ,上 面 界定 的 FC.) 是 代数 上 的 概率 . 
容易 验证 ,rc( 多 ?= 有 5 故 由 经 典 测度 论 中 关于 测度 的 扩张 定 
理 ,P(.) 可 唯一 地 扩张 成 多 * 上 的 概率 ,而 且 对 于 任何 IE, 
WESS A 
ECIS CA s 42 ttt p AnD EERE Ch s Aay eeey Aa). 
证 毕 . 
定理 7. 4 设 非 负 函 数 族 
(EO Chr A 加) | sist ADELN 为 的 4 元 子 集 ,n 
之 1}) 具 有 定理 7. 2 中 的 性 质 (D1) 一 (D3), 则 存在 概率 空间 8, 多， 
P) K T€ Z (Zx) ,使 得 了 的 分 布 函数 族 就 是 所 给 出 的 函数 族 . 
证 明 Ros, F =A, P 是 按照 定理 7. 3 由 {FC.)|N 为 
蕊 的 二 元 子 集 ,z 之 1 产生 的 概率 . 这 样 就 得 到 一 个 概率 空间 (2， 
FP). 再 定义 映射 
T.Q—I*,o—=T (o) == o. 
显然 ,7 EZA 可 测 映射 .因而 是 BRF 4. 而 且 对 于 和 的 任 
何 元 子 集 六 与 (和 ,入 )EPaZ1 有 
Rr 和 so 加) 二 PCJ 系 (为 , 因 ，… 为)》 
-一 POCO yj 了) 
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定义 7. 3 设 FE Z (BY). 
G) 称 BT)ICEID) 是 了 的 期 望 , 它 的 隶属 函数 


KOKOFA CLT C0) JdP V z€ x. 
D WKDCP)(€ Pty E T 的 方差 , 它 的 隶属 函数 
DADA| OODATI Vs€EX 


注 因为 VzrEX,c T € ¿(Z ). W P (0, ° T) = 
| .CeCT(o)]dP. 从 而 ,BCT)(z) 一 PCC- 。7) 或 c.。BCT7 一 PCC. ° 


T). 如 果 把 (C:。7)(.) 看 作 Q 到 [0,1] 的 随机 变量 , 则 c, ° E= 
EC, ° TC)). 这 是 两 种 形 异 实 同 的 表示 方法 , 视 研究 对 象 为 事 
件 或 者 是 随机 变量 而 定 . 本 章 大 多 采用 后 者 (个 别 时 候 为 了 方便 也 
用 前 者 的 说 法 ). 
定理 7.5 WMA Tlo)=h,P—a. e,k€1*, W] ECT) =h, DT) =0 
CBrB0G)=0,V z€ X). 
证 明 是 简单 的 ,从 略 . 
定理 7.6 ”如果 7TE Z (A, M] DO) — EG — ETM. 
证 明 D re 20". MV z€ X, 
pe e= | CTO AEMP 


=| ETOD G)— BOT) AP 


-| o CCT Co)]dP 一 KB(7) Ca)? 

= CBT):— (ECT)? (z) 
所 以 DT= E(T2)— (R(T)2. 证 毕 . 
定理 7.7 设 了 ,28 一 多 (X) 是 随机 集 , 令 7=Xi. 则 7T 是 4*RF 
集 , 而 且 I 
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BE(T)(2)=P{oE 9|z€ P(o)), 
DCT) G) =P (0E Q|z€ rw) (1—P(e€ Rl X€ P(o))3. 
证 明 由 于 Y a€ (0,1),T,= T EBE MUS, HE6. 4 知 ,7E 
FA), AM TEF (A). ME. 
BCDCD 一 | ,c.Cree)yap= | 


tC Ts 1} 
=f dP=P1e€ 9 |z€ Fo) 
ioE QIrE ra} 


同 理 ， 67)(2)=| OTUP wE 9|z€ eo). 
所 以 DCT) C) =P {0E 9|z€ P(o)2(1—P(o€ 9|z € P(o))2. 
证 毕 . 
定理 7.8 设 h€E1,TE Z (B), 
E(HPD—bECT) ,DOAT)=RD(T). 
证 明 ”因为 ure Z (%"), HV z€ Xx, 
C, ° (HT) C0) =C. Ch T Co) =h(z)+ (T (o) (z). 
则 
BO CD 一 | ,Ce AT) odP= | Gy: CT) I CP 
—MMz) BOT) (z) = ECT) J (z). 
FÆ, E) =AE (T). RIE, ECT)? = BCT2). 所 以 
DCT) =EC(WPD2)-- CET) = RDT). 证 毕 . 
定理 7.9 设 TE (DY, WY z€ X. 
pea) = | "AMP O), 
pa C0)=| | , MP) CN. 
证 明 因为 VY z€ x, 
BOT) GD 一 |  c.Creopap= | | cc, e Ty Coya, 
作 变量 替换 A= (C, TOR 


306 ”模糊 数学 导论 


Pr OD =P {T IR G))=P((0, ° T) 1(— eo, Al). 
再 由 积分 变换 定理 , 虽 得 
acn) cz)=| . Ad (2). 
另 一 等 式 , 由 D(7T)==8(T?) 一 “8(T)): 基 可 证 明 . 证 毕 . 
定义 7.4 Ék T€. (2 ). BT(T),B8-(T) 是 X 上 的 关系 ， 
其 中 f 
B+ (T) Cai, 22) = [P (C, (T (o)J eCa, CICOJ) — ET) E CT) 


Cz) V 0, y (zi z.) EXXX. 
B= CT) G, 22) = (BCT) Cæ) ° B CT) Cta) = P(O, CT Co) +O, UT 
Ca V 0, V (z s C X x X. 


则 称 8+ (7T),B-(7) 与 BC7)= Bt CT) + B 7) 分 别 为 了 的 正 相 关 

和 抢 . 负 相关 和 矩 与 绝对 相关 和 矩 . 进一步 , 令 

RE (T) Cvs za = Bt (T) Ca, xa) /BOT) (z z 32 CBCT) Cro z)32, 
V (wiz) € XX X. 

R(T) Cais 22) = BOT) C21, r) CBCT)OQ 71) Ie (BCT) Grs 2))F, 
V Gist) € X X X. . 

则 称 R+(7) ,8-(7T) 与 BT) 分 别 为 了 的 正 相关 函数 , 负 相 关 函 数 

与 绝对 相关 苞 数 . 

定理 7. 10 CG) 8-(7).8-(7) 与 8(7) 均 为 XxX 上 的 对 称 关 


3 


(2) V >€ X.B (Tir, i= 0, HY v€ X.,B(T)(z,y)< 
CBCT) (a,r) BCT) CY,Y) JF. 

(3) Bt(T)A BCT) =0. Bt (T) V B° G= BCT). 

(4) RCDE RME X E P MD Z. 

证 明 是 直接 的 ,请 读者 自 证 . 

R X 表示 一 个 大 系统 , 它 所 处 的 状态 既 爱 随机 因素 的 影响 ， 
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又 难以 精确 地 描述 , 即 和 是 一 个 随机 模糊 系统 . 因此 ,可 以 用 BYRE 
集 TE 多 (加) 描述 整个 系统 的 状态 .而 (7T) 则 表示 该 系统 的 平 
均 状 态 ,D(T) 表 示 该 系统 的 平均 波动 大 小 的 集 ,可 以 作为 衡量 
系统 久 稳定 程度 的 指标 . B+ CT), BCT), BOMDI J R(T), RCT), 
ROWER R 内 部 各 元 素 之 间 的 相关 关系 ,B+ CT) , Rt (7T) 表 
示 正 相关 关系 ,B-(7),R-(7) 表 示 负 相关 关系 ,可 以 用 以 分 析 系 统 
各 元 素 之 加 的 反馈 关系 , 相 开 依 赖 . 相 互 作 用 和 相互 制约 关系 
定义 7.5 RTEF (A.k HIER H RE, PK F $ o (T) 
€ /* J T 5 k Wt DB PA 3E RRERKA 
anae] o CT CO JAP, V z€ X. 
fk F $ at (CT), ur CP), a CT € 15 Ay 939 T ËJ k EPOE, t Br 
负 中 心 矩 与 上 阶 绝对 中 心 矩 .其 中 Y z€ x, 
as (G= | CTET 0, 
a T= C_| CT) BET) YIP) v 0, 
AD Q= | ,OCT ABC. 
由 定义 7. 5 不 难 证 明 下 述 定 理 ， 
定理 7.11 (D wT)=B(T), A CT) = D(T). 
(2) aT =w (T)Vu (T), (T) A CP) = 0.334 2 3 
偶数 时 ,好 (T) = aT) u (T) =0. 


$8 BAL F É 53k B 5381 < s 


定义 8.1 设 (8,. 多 ,P) 是 概率 空间 ,7 Tae T. € 
< (< *). 对 于 任何 B.,B,,-: ,BE HB*, 记 
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Frar, (B Bes B) =P{ ATB). 
且 称 Fr r,r, C > : stts “) 为 T, Toets T, 的 联合 诱导 分 布 
又 对 于 和 的 任何 非 空子 集 Wi , Not M 与 a € n. i= 1,2, 
ek. 


w Fay (a ;02 39°" ,0 ) =Fr r ern, (x, Ca) Jw, (az)，…， 
Jw (a)). 
并 称 


(Frane Ca a, s EN: J X BJ n 368, >1,i=1,2, 
kA 71,7,,… T, 的 联合 分 布 函数 族 . 

定义 8. 2 BOF ,P) 是 概率 空间 ,TE Z (Z i 

oT a T-1(@*)= (T-1(B) |BE BI CF. 

则 ol7) 为 RF ETEEN RA. 

容易 验证 ,oC7) 是 使 7 为 FB 可 测 的 最 小 o 代数 . 

定义 8.3 W(Q,Z ,P) 是 概率 空间 ,Ti,Ts,…… T, € F (BY). 
称 71,7,,… T, EARLS 0 C71),o(Ts),… ,0o(T,) 为 相互 独立 的 


事件 类 即 Y AET) i=1,2,-- a A PAAD = lÍ eca. 

EZ, WT. n21)C (x) #k(T,,n2>1) 8 3 fh rO 
{0(7,),n 之 1) 为 相互 独立 的 事件 类 . | 

定理 8. 1 T, Te, EF (9B7), 则 下 列 各 命题 相互 等 
价 . 

(D TiTa P 相互 独立 

(2) VY Bi,B;,,…,B.E .Bx 有 


k 
Fr ,n,n (Bi, By, ,B,)= || z, (Bo 
i=1 


(3) V Nis Nast NECX €C ,i=1,2,.",k 有 
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Fa Ca sast) 一 ll zao. ` 
证 明 (1) =(2), H T. T,, Ta 的 相互 独立 性 知 
Fr r,r, (Bı 有 .B)=P (Ü Tri(BD) 


= Trane) Ir. 
(2) >G) 显然 . 
(3) >D STFS) = (TrUS(a)3]g$(a)€ ZS). iH 
(3) 知 ,VY JSC) C Zx i=l, 2, 有 
PITO Ca) )} =P Co ra,e) 


1 2 k 


: 7 1 
= [[ ec) = Ñ P(rei gs ao). 
FÆTI), TIES), T AORE. X. H.x — 
o (S), IY i=1,2,--.,k,Tr1(@x)=Tr'(z(ZS))= 
' OZS). Bl e(T)= c (Tr1CES)). 目 不 难 看 出 ,771(F<) 为 
IRS I 
A= {AE (T) |4,T71(2<),… TT AOE). 
BRADT UF). HA YAA 33 E,V BETT), i= 
2," k, Q, Bos 1e , B, AA EJEM; Æ {A s Az) s B20 g B 相互 独立 , 当 
ATAR, A : 
P{ (A — AB; B, } = P(AB,::: Bi) — (AsB,*--B,)) 
= P(A, Bz*** B) — P(A,B,.…B,) 
=P(41)P(B:) P(B) —P (4) P (B) -P (B) 
| =P(41— A)P(B,) :PB,). 
于 是 就 证 明了 4 ,4E .%,A,CA21A,.— AC... 
XE AnS EA, ACA Hima =A, N] 
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P(AB,.… D.) = limf A,B? Bi) = lim P (4, PD Ba) P(B) 
_ peAPCB, PCB | 
所 以 AC. Ik... 为 4 系 .从 而 ,2 过 oC7T1). 即 已 证 明 oC), 
TOS), Tr CAO 相互 独立 .反复 应 用 上 面 的 推 证 方法 , 即 
可 证 明 r(7,c(7 o (TOI EIRA. BEA Tis Toes T 相互 独 
立 . 证 毕 . | 

定理 8.2 (T, n> l) SF (S825. 则 {7T,,n 之 1} 相 互 独立 的 
充 要 条 件 是 Y 2, T T251 T, 相互 独立 . 

证 明 {7,,x 宇 1} 相 互 独立 镶 0 (TI) ,0(7T2),… o Ch.) ,相互 
fh rev E2, 0T) 0T) C COMER. SV k2>2,T,,T, 
… ,Tt 相互 独立 .证 毕 . 

定理 8.3 PUTS) IF (B). WRTS MAERT., 
MIV z€ X,(C, TC) n> AEI. 

证 明 Yansa EIk, A 

PIC, o Tia, C, ° Ta) =P ÂT IS (a.))) 


= [[ pir B= l| ee T <a). 
由 此 便 知 ,对 于 任何 自然 数 ID2,(C, o TiC), C ° T, (-)) 相互 
独立 ,从 而 , {0C:。7T,(.),n 宇 1} 相 互 独立 .证 毕 . 
定理 8. 4 设 T1,… ,TE Z CB), M 


D KOTE LITEA AET. 
k z `+ k * 
E(OTO>F(2; T)>E(VT)> V ET). 
1 i=l i=] i=] 
(2) 如 果 Ti To, 8. Ta 不 相 重 ,有 


E(2> T) = DET,). 
i=1 


i=] 


第 五 章 KPEE 与 随机 模糊 集 311 


(3) 如 果 71,7;,… 不 相 重 ,县 两 两 独立 ,有 
DO -> p(T). 
证 明 ci) H FV z€ X, 


(OPE -dims <c, e CAT) 


则 得 perenne SAET (D. 于 是 ， 
第 一 .组 不 等 式 成 立 . 同 理 可 证 为 -~ 组 不 等 式 . 
(2) 如果 TI ,Ti 不 相 重 , 则 VY z€ X.C, s T... C, e T, Á 


相 重 , 且 C ` (227)= 226, .和 .于 是 ,得 


aan 0, ° EM o= [EC s Doar 


i=1 


-Df ° T) Co) dP = Demno. 


从 而 ， Èn Xr. 

(E2 由 于 T, ,24 不 相 重 旦 两 两 独立 可 知 ， V z€ X,C, ° 
7,,…,C。7Tr 不 相 重 且 随 机 变量 c, ° TC), C, ° T, COR BI $h 
立 . 从 而 ,随机 变量 之 4C.。7.() 的 方差 


DÈC, ° r.) = 2c, ° ECT'A RCD, 
于 是 


DOT G) =| os ə (OTOA RET? 
=D oOo, ° T;i()) 
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= 2:G, ° ECTAE T)? 


一 之 DC 

证 毕 . 

定义 8.4 IIT, j€J)CZ (B), RT j€ J) ASAE 
V jo hEJ jA H Ps, (A) =F, (A),Y AE Z*, | 

定理 8.5 (T, j€ JC Z (B). WE RF $k (T,,j€ J) 
分 布 , 则 Y zEX, 随 机 变量 族 (C.。7,(.) ,jE J) 12 s. 

证 明 只 需 证 明 Y z€ X, 26 h €J, FE CO )= 
PRC) 事实 上 ,VY ELA 

Pp DP{TEYUB (a)))=P(T; IB G))) 
=F (a). 

由 定理 8. 3 与 定理 8. 5 立即 得 

推论 ”如果 B*RF 集 序列 { 亿 ,之 1) 相 互 独立 (或 两 两 独立 ) 且 
同 分 布 , 则 VY zEX,{C,。T.(*) ,a 之 1} 为 相互 独立 (或 两 两 独立 ) 的 " 
随机 机 变量 序列 . 


定理 8.6 设 {T,,x 之 1) 为 相互 独立 的 B*RP 集 序列 , 则 VY z€ 
X,C, ° FABT)I>0,P—a. e. 


其 中 To= DEO y vE 9. 
” ”证明 EFP MEARE, WJ z€ X, {0° TC), a21} 


为 相互 独立 的 随机 变量 序列 ,又 {C0,。T,,n 宇 1) ELF). h E2 
11 的 推论 1 知 


(22 z ap 22 -0 P-a. e, 


n 


第 五 章 ”模糊 概率 与 随机 模糊 集 313 


其 中 
poo: "=| x ° e p= > =| _ 6; o T ,(o) dP 


i=l 


- 21. ROT) G) =C, ° (BT,)). 
于 是 
c; ° (T.ABGP,)3= (€, + P.D A (C, ° B(T,)) 


= ZS AP ÈO o, Pae. 证 毕 . 
定理 8.7 (T. nl) 为 相互 独立 日 同 分 布 的 B*RF 集 序列 ， 
MY z€ X,C, ° TD,—>0,° ECT), P—a. e. 
证 明 由 定理 8. 5 的 推论 知 ,Y EX, (0 o TC) n1) 3948 
互 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 则 ET.) = BCT,). 再 由 定理 8. 6 知 
0, ° @.ABCT,))=C, (TABT)) 0 P-a. e. 
BIS Cae T.AC, ° E(T)—> 0, 
P-a. e. DREN C, ° T, >C, ° BCT), P—a. e. 证 毕 . 
类 似 地 不 难 证 明 下 述 定 理 . 
定理 8. 8 R(T.,n2>21)38 BIRF 集 序列 . 如 果 Y z€ X, (C, ° 
7.,n 之 1) 为 两 两 独立 的 事件 序列 , 则 0,。 P.A BCT.) —>0. 
定理 8.9 设 {T,,n 之 1) 为 B*RF 集 序列 . 如果 VY z€ X, (C, ° 
,之 1) 为 两 两 独立 的 F 事件 序列 ,有 LY a21,E(T,)= B (T.), IJ 
C. > TECT, ) (z). 
定理 8. 10 R(T, n >1} X BIRF 集 序列 , 则 VY z€ X,C. ° .三 
ABCT.)) 一 0 的 充 要 条 件 是 imD( 丈 ) 一 0 
证 明 根据 定理 2. 8 立即 得 
limD(T,) = 06 V z € Xx, 
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lim PLC: ° TDAP, ° T,,)J2) 


-= tim | ,LC ° T, — | ,Cr ° TAPI AP 


n. o 


= limB( CT, A ET.) J?) (z) 


= lmD(T,) C) = 0 


p 
£V z € X,C, ° T, AP(C, ° T.) -一 0 


— — “ P 
EV z € X,C, < (T, /JNE(T,)) —0. 
证 毕 . 
定理 8. 11 {Tord NEF (BY). A S, = limT,,S,= lim 


N— o 
(这 7D ,Ss 一 lim (的 7.). 任 给 zEX， 
R= N R= =N 


CD) 如 果 之 18C7,) G< eo, M ECS) G) = R(S,) (2) = 
ECS) z) = 0. 


D MEET) Cz) 一 +o 且 {C,。7.,n 之 1) 为 相互 独立 的 
F 事件 序列 , 则 ECS) (x) 二 8(53) G)=1. 

证 明 HA C: e ECT) =E CT.) C) = P (C, ° T), J BB BCS.) 
Ca) =PCC è S) i=1,2,3, B (c, ° non SD EEF). B H E2. 
4 立即 得 证 本 定理 .证 毕 . 

定理 8.12 设 (7,,n 之 1) 为 BRF 集 的 单调 序列 , 且 lim7, 一 个 
如 果 V x EX,{C,。7T,,n 之 1) 为 相互 独立 的 下 事件 序列 , 则 c, ° T 
(= BC) (z) ,P—a. e. 

证 明 由 定理 条 件 知 ,{C,。7,,n 之 1) 为 相互 独立 的 事件 的 
单调 序列 , 且 lim(.。7,=C.。7. 再 由 定理 2. 6, 即 得 


第 五 章 ”模糊 概率 与 随机 模糊 集 。 315 


C, © TC) =P(C, ° T)-=ECT)(z),P—a. e. WEH. 

E813 WHT, m> EF (B) , T: = VT,,T.,= AT., 
T*=limT7 ,T= 1imT,,. . 任 给 zE€E X, 

N ROS D a AEA PERINI C 
T* (e) =E(T* X2), P—a. e. 

D ”如 果 {C,。7T,.,n 之 1) 为 相互 独立 的 事件 序列 , 则 C ° 
T,(*:)=BE(T,)(x) ,Pa.e. 

证 明 由 于 {2 ,mn 之 1}, {7.,,n 之 1) 为 单调 序列 . 再 由 定理 8. 
12 立 即 得 证 . 证 毕 . 


S9 随机 太 集 的 条 件数 字 期 望 与 了 扶 


定义 9.1 设 (8, 多 ,P) 是 概率 空间 ， P(B)>0, TEF (DB). 
则 事件 发 生 的 条 件 下 , B*RF 集 7 的 条 件数 学 期 望 为 X 上 的 
集 , 记 作 ETIB), RRR RAA 
E(T|B) (x) = | , (C ° T)P (do|B), 


其 中 PC:18) 为 B 发 生 条 件 下 的 条 件 概率 . 
因为 当 AC B 时 ， 


pCAIB) = P(AB) _ P(A) 


P(B)  P(BY 
所 以 定义 9. 1 中 的 E(T | B) G) X. u| E, 


BCT|B)G) = C, ° TdP. 


| ， 


不 难看 出 ,B*RF 集 的 条 件数 学 期 望 BC71B) 具 有 如 下 性 质 . 
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HEL 当 B=98 时 ， F#ECT|Bp)= FC). 


í 
性 质 2 34 AEF, T(o)=< ` 时 , 则 
0vwoE A 


ECT|B)=P(A|B). 

性 质 3 24 T(o)=h,V w€EB 时 , 则 EC(T|B)=h. 

性 质 4 V hE€E1I*, 有 EC(1T71B)==hE(T|B). 

性 质 5 ETEF CZOH TT, M ECT BYE: |B). 

性 质 6 ÆT, EF BY), JJ ECT AT| BDE |p) A 
E(T: |B), ECT: V T,|B)D==ECIP I |B) V ECT: |B). 

上 述 性 质 请 读者 自 证 . 

下 面 把 B*RF 集 的 条 件数 学 期 望 进行 推广 ， 

Ë (B..n21) 9 Ky INARI, BI Ü n.—9,BB,=@,iz j. B 
B,€ F „n21. $ Z=0({B, nl ÆRE (Borz BJ pr |N o 4È 
数 . 现在 给 出 BRER T E (28) TRIR RR BJ BJ +h E 
X. 

定义 9. 2 GAEE 0, T€ Z (Z. EBA FEF o 代数 
多 二 0({B,n 之 1)) (条件) 下 ,7 的 条 件数 学 期 望 为 多 ( 多 *) 中 的 一 
个 B*RP 集 , 记 作 ECTS), HVY xzEXX,P 一 a.e( 唯 一 确定 ) 意 义 下 满 
E 


C, ° BGP |) = 22 BCT |B) 04, 


-Y Gi fa, 
其 中 多 (多 *) 表 示 8 到 7* 的 多 一 儿 * 可 测 的 随机 8: 2 IK. 


由 此 定义 知 ,Y z€ X,C, ° RECT |) € ¿(@). 
定义 9. 3 (描述 性 定义 ), 2 T€ Z (%@*)EL 5 多 的 子 o 代 
数 多 ==o((B,n 宇 1})) (条 件 ) 下 ,7 的 条 件数 学 期 望 gCT| 多 ) 为 


C, ° TdP ) Xs + 
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多 (多 *) 中 的 一 个 B*RF 集 ,V z€ X, Be Z@2,# 
| „Ce ° TdP == | e ECT |%)d4P, 


其 中 PeH P fE % ER. 

由 定义 中 的 积分 式 可 知 ,8(T| 多 ) 也 是 关于 Pez-e.e 唯一 确定 
的 . 

上 面 两 个 定义 是 等 价 的 ( 见 定理 9. 1) ,并 且 注 意 到 定义 9. 2 与 
定义 9. 3 中 是 “已 给 多 的 子 o 代 数 多 (条 件 ) 下 ,7 的 条 件数 学 期 
望 ” 而 不 是 “已 给 可 测 分 割 {及 ,n 庆 1) 条件 下 ,7 的 条 件数 学 期 望 ”， 
这 是 因为 BCZ| 多 ) 不 只 可 以 定义 出 已 给 事件 B. 条件 下 7 的 条 件 期 
望 ,而 且 还 可 以 定义 出 Y BE 多 时 的 了 的 条 件数 学 期 望 BCT1B)(CP 
(8B) 二 0). 这 区 涵 在 下 面 的 定理 中 . 

定理 9. 1 “定义 9. 2 等 价 于 “定义 9. 3”. 

证 明 “定义 9. 2”=>“ 定 义 9. 3”. 

如 果 BE 多 , 则 B 可 以 表 成 {B.,n 之 1) 的 部 分 元 之 并 ( 直 和 ), 令 
B= 2, B,, 则 由 定义 9.1 知 


P(B)E(T|B) G) =Í aC ° TAP 
= | „ Ce ° TdP 
= SYPOBOBCP|BD GO) 
= Xy cls) | „2P 
=f [> ECT |B (Xa, Co) dp 
| 


ESEC |B.) Cz) Co) JaP 
i a=l ` 
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=| „C. ° BOTIG)AP 
=| Ka ECT |@%)d4P. 


则 
| „C ° TAP = P(B)ECT |B) G) = | ,Cr ° BE(T|IY)dPgg. 


“定义 9. 3”=>“ 定 义 9. 2” 即 是 验证 当 .w€B, H P(B,) 之 0 时 ， 

由 定义 9. 3 知 , C, ° ECT 多) 满足 
[C ° ETIA (o) = BCT |B) (2). 

事实 上 , 当 o€ B, PF,C, ° BCT |%) (o) 8 W SB. 否则 的 话 ,C。 
“87 多 )(o) 在 B 上 至 少 取 两 个 不 同 的 值 ,于 是 B 中 必 有 非 空 
的 多 可 测 真子 集 ,这 与 多 =ol{B,,w 之 1}) 相 矛盾 . 所 以 由 定义 9. 
3, 知 

| „C= ° TAP -Í A G: ° E(T|@)4P ç 


=P(B.) (G, ° E(T |@)). 
从 而 , 当 wE B, 时 ,有 
C, ° ECT) (o) = sci | ,0 < TAP = BTNB) (2) 
于 是 ， 
C, o ETZ) = X} ECT |B.) GY. 
现在 进一步 给 出 BIRF E T 条 件数 学 期 望 的 一 般 性 定义 . 
定义 9. ARRENE, F ,P) 是 概率 空间 ,TE (x), Z 
是 > 的 任意 一 个 子 o 代数.Psg 为 P 在 多 上 的 限制 . B RFE T X 
于 多 的 条 件数 学 期 望 B(T| 多 ) 是 多 (多 *) 中 的 一 个 随机 集 且 ， 
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V rEX 与 BE 多 满足 
| „Ce ° TdP = | , 6, ° B(TIG)dPs. 


Ë 在 以 后 的 论述 中 , 凡 对 两 个 随机 五 集 T.,T,,P-a. e sË 
Pze-a.e 成 立 的 命题 都 系 指 V zEX, 对 于 C, ° Ti, C ° Ta, P-a. e sË 
Pg-a.e 成 立 . 例如 一 7,,P 一 a.e RY z€ X.C, ° T,=C, ° Tz, P— 
a.e. 为 叙 简 便 不 再 一 一 申明 . 

下 面 讨论 B*RF 集 的 条 件数 学 期 望 的 性 质 . 

定理 9.2 WMR TELC), W BT 多 ) 一 多 ,Po 一 ae, 特 别 
BH,E(T|%)=T,P-a. e. 

证 明 由 定义 9. 4 立即 可 得 V x€ X,# C, ° T=C, ° ETS), 
Poa. e. 由 前 注 知 ETIS =T,Pe—a. e. EHE. 

定理 9.3 ”对 于 任何 zxE 习 ,有 

G) C, E(T|@)= E(C, ° T|@) ,Pe— a. e. 

特别 地 , 当 多 一 多 BF,C, ° ECT)=E(O,° T(¢)), P—a. e. 

(2) ECC, ° B(T|%))=C, ECT). 

证 明 (1) 由 定义 9. 4， V z€ X 5V BE 多 ,有 


| aC o ECT |%)4Ps = | ,CC ° TdP = f EC ° T |%)d4Pç. 


由 此 即 得 所 欲 证 . 
(2) 在 定义 9. 4 中 取 B= 9, 即 得 


B(C, ° EGT'|@)) =| jC ° ECT |@)d4Ps 


-Í C, ° TdP 
Q 


=C, 。 ECT), 


证 毕 . 
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定理 9.4 TEF (AN, hE, W ETIE) =E 2). 
证 明 由 定理 9.3 以 及 随机 变量 条 件 期 望 的 性 质 知 ,Y z€ X, 


有 
C, ° EChT | Z) =E(C,° T) |2) Ps — a. e 
=E(G)(CG, o T)|@) — Ps — a.e 
=A(x)E(C, ° T |@) Ps — a. e 
=h(7) (C, ° E(T|Y)) Ps — a. e 
=C, ° (hE(T|Y)) Ps — a. e. 
此 即 
R(T|G) == hE(T|YG). Ps — a. e. 
WEHE. 
定理 9. 5 WE T, TEF (B2, H. T, M 
EMT I2) SET: |2), Pg — a.e. 
进一步 ,有 
ET, A Ts |G) LETZ) 人 BT 加)， Pç — ae, 
ET, V TZ) > EG |Z) V ETIS), — Po 一 ce 
证 明 是 简单 的 ,从 上 略 . 
定理 9.6 {B nl) LF BB =i Aj. (a, ,n221)I, < 
X, (o) = i eE Pn Sato, € HB') 
Ors oE Be mı 
H. 


BC ax |S2) == S la Bs |2), Po — a.e. 
证 明 因为 YzEx 
Ç, ° Ca 加) 一 Sa (c ° Xa)» 
其 中 7 7 
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(l, wEB, _ _ 
C, Xs (0) = < — WAG (CD) ak) € ¿CZ). 
" 0, oB. nzi 
故 
> or € F (S). 
n=1 
又 对 于 任何 BE 多 与 任何 xzEX, 有 下 列 等 式 Pg 一 a.e RL- 
| e ECX) aXs, PaP = | C: ° (CS) onta, )dP 
r=] r=] 
=| ， (2 ee, ° Xs )dP 
=> | C, ° Xs dP 
= P ` 
= Sya f , € ° EX |Z)4Ps 
=1 
=| ,> ac ° EG, 5204 
n=1 
=| ,Cr ° (DY nE Xs |S#)aPs, 
n=] 
从 而 得 到 VY z€ X, 8 
C. ° ECS) aX |) = 0, ° (Sa Bs |2). Pe — a. e. 
n=1 =l 
Bp | 
E aks |) = DaBs F). Ps— a e. 
=] a=] 
WEHE. 


定理 9.7 W T€ Z (x). EHF WTF oR. ETILA) 
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在 多 的 每 个 非 零 概 原子 CB 上 为 一 固定 的 集 ,是 等 于 B(7|B). 
证 明 如 果 BCT| 名 )(.) 在 B 上 不 为 一 固定 的 集 , 则 存 
在 zx€EX, 使 C:。B(T| 多 )(.) 在 B 上 不 为 常数 .于 是 存在 实数 a 与 5 
E1 BN toEL]C o ETIE) =a} 5 BN (o€ BIC, ° E(T|Y) 
O= ERETTA 5 p 3 % ATATA. 故 8(T| 多 ) 在 B 
上 为 一 固定 的 集 . 于 是 I 
| , €: ° B(T |@)d4Ps = C, ° per le | ,dPs = C, ° BCT |2)P (B). 
x 
| pC ° B(TIYS)dPs = | „C> ° TdP. 
因此 有 
C, ° ze |)=x5] pC ° T4P= ECT'| B) (z) = C, ° E(T|B). 
由 z 的 任意 性 , 即 得 
为 (了 | 多 )(o) = E(T|B) (lw € p). WE. 
定理 9.8 设 多 ,多 :是 Z 的 两 个 子 代数 , 且 Z —,. 如 果 
B(T|%)€ (523) ,JI| EZS ETZ) Ps —a.e. 
证 明 Vv pe g 5Y z€ x,# 


fo ° E |F dPa, -| C, ° TdP 
B 
=Í pO ° ECT |%34Ps, 
-| C, ° B(T |%,)4P; ， 
3 1 


H B 的 任意 性 ,得 VY z€ X 


D 8 是 多 的 原子 是 指 除 它 自身 以 及 空 集 名 外 ,8 不 再 含 任何 së 可 测 子 集 ; 非 零 
概 原 子 B 是 指 B 是 原子 和 且 P(B) 之 0. 
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C, ° E(T|@,) = C, ° ECT |2) Ps — a. e. 
即 EC(T|@,)= EC |23) , Ps —a. e. 证 毕 . 

定理 9.9 设 多 , ,多 :为 多 的 两 个 子 o 代数 , 且 多 三 多 则 

BUET 2) |F ]5E |2), Ps, —a.e. 
进一步 ,如 果 ET |Z.) EADY 
ECET |D) |F ]=ET| Z), Pa —a. e. 
证 明 ”因为 ECT|@% ) € Z (Zx C Z,(S2*). 再 由 定理 9. 2, 8 
H[E(T| 2) |E ]=EMT| 2). Ps, —a.e. 
同样 由 定理 9. 2, 则 得 
B[ECT| Z) |% J=EC(T|@,), Ps a.e. 
再 由 定理 9. 84, ECT|Z,)= EC], Pe —a.e, 
从 而 有 
PUET (6) |E J= ET |1) ,Pe oe 证 举 . 

定理 9. 10 设 {7,,x 之 1) 为 BIRF 集 的 单调 序列 , 即 T, E 
F (B5), T, ST RA T. S T,,V 2221. % A Z 的 子 o 代数 .如 
果 lim7, 二 7,P 一 a. e Mjlim B(T, |) =ET |2), Pe—a. e. 

证 明 首先 证 明 T, K T, P —a. e 时 的 情形 . 因为 Y TnS 
Tatio P—a. e. WY z€ X, H C, ° T,<<C, ° Tapis P—a. e. X T, K T , P 
一 4e 即 C, ° T, K C, ° T, P—a, e TEY BE 多 ,两 次 应 用 积分 的 
单调 收敛 定理 ,有 


| CE。 IMEC, | 多 )4P。 -Í , limO, ° ECT, |2)dPa 
= um | , CG: ° BCT, |@%)dPs 


Rp co 


=m | e ° T,dP 
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=| a ° TaP. 
再 由 定义 9. 4, 知 lim T, |Z =E(T|%@Z), Pg 一 a.e. 


对 于 7.y7 的 情形 ,只 需 注 意 到 Y z€ X, 
C, ° ECT |P) =C, o (ECTE,  Pa—a.e. 
以 及 7T, 人 7T 时 的 结论 即 可 . 
事实 上 ,对 于 任何 BE 给, 有 


fe ° ECT! |@)dpe =| C “map =— | ,cc ° T)! dP 

=| a — c, yep -| aP | 0, o TaP 

dP -Í C, ° B(T |S)4Ps 
B 


-Í , (1 — G, ° EO |@))4Ps 
=| ， [c, ° BGT |@) F epPz 
=| ; [Cs - [ET |2] 4Ps. 
由 此 便 知 ,V z€ X,0,。 B(T |@)=C,° (RCT(@))', Pe—a. e. 


即 ECP |%@)= (ETEY ,Pg—a. e. ËH T À T' 即 得 下 列 等 式 
Pg 一 a.e WSL. 
ECP) = (ET | 多 )) = (limE(T,' (@))' 
=[lim (ET, |2) ]' 
=[limE(T, |<) J 
=lim B(T, |2). 
推论 设 {7T,,n 之 1) 为 BYRF 集 的 单调 序列 , 且 lim7,=7,P 一 
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a.e, jim E(T,)= ET). 
定理 9.11 T oD) (Z), M 
Eim, |2) < lim E| 2), Po — a. e. 


E(limT,|@) > lim E(T, |2), Py — a. e. 


证 明 因为 lmy.= V A7,, 因 此 ,由 定理 9.10 知 


E(limT, |2) = lim B( A 7,1%) 


<S lim A ECT, |@) = limE C, |2), Po — a. e. 


同 . 4 可 证 另 一 个 不 等 式 . 证 毕 . 
定理 9. 12 Wn am T, =T ,P—a. e, Ñ| im ECT, |2) =E |2), 
Pgs—a.e. | | 
证 明 注意 到 lim7, 一 lim7,. 二 7， P—a. e. 以 及 定理 9. 11 立 即 
得 所 欲 证 ， 证 毕 . 
RF ,了 ) 是 完备 化 的 概率 空间 , {7.,u€EV}) 是 定义 在 《9， 
F P) ERJ B*RF 集 族 , 参 数 集 5 为 RR 中 任意 非 空子 集 , {F.n uE 
0}) 为 一 族 .多 的 由 P 完备 化 的 子 o 代数 . 
定义 9.5 PK BYRF RIKT u CU) HKEY F RERA, RARAN 
BRF 集 值 函 数 . 当 U 为 可 数 集 时 , {TuE UD}) 称 为 Pr NEN F # 
序列 ,简称 为 B*RF 集 序列 . 34 U 为 区 间 时 , 称 {7T,,u€EUV)}) 为 BxRF 过 
#. 
定义 9.6 W(IZ,,u€U) Z 的 完备 化 子 o 代数 族 , (TuE 
OA BRF 集 值 函 数 . 如 果 V u,v€EUV,u<v, 有 Z, C, ,3ËH T. 
F (B), uE, W T. “EUH F. u EU EEN. 我 们 把 
B* RF ERARE (P, Z .u C U). 
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定义 9.7 PKT Fa u CU) BR r ECER, Ei3834 < 
v,u,vEU 时 ,有 


ET F) L O) ° Pae 
PRD Z, u CU) B* AI F Ëh. 是 指 当 Uv u, EU 时 ,有 
ET, |F ,) == T,. P — a. e. 


在 不 致 混淆 时 ,我 们 把 B58 ER, TFTA Sh80 5k Eh. F ah. 
$. 

定理 9. 13. {7 Zuu ECU) HERC CFAR) HAV r 
EX, {03 ° Ta F .,u€ HERC RO. 

证 明 (7. Fuu EUH ER 
€V uw € U,u <v, A E(T. | ,) < T,,P — ae 
@V z€ X,u,y € U,u < n, A C, ° EO, |F.) < G, ° T, ,P — ae 
@V z€ X,u, EV, 有 EC ° T,|,) < C, ° T, ,P — a. e 
OV z € X,(C, ° T,, Z ,,u € U) HER. 
EIEH HE, F#h X RTE ERE. HE tE. 

定理 9. 14 {T Fa u EU) H E bh C Fih BO HHY ue 
EU, u <v KV z€ X, BY BEF., 


Í, C; ° BE, |F JaPa, < (>. = | ， O,T. dP. . 


证 明 是 直接 的 ,从 略 . 

定理 9.15 C) 如 果 {7T,,. 久 ,, uC U) E CF 8k, MJ £ CTO 
为 “的 单调 不 增 ( 单 调 不 减 )7 集 值 函数 . 

D MRT, F. uC U) Bh. 则 BC7.) 为 一 固定 的 F E. 

证 明 C) WET, Z, uC U) ER, WY z, € U, u< 
2 时 ,有 


ET, |F) << T,. P — a.e. 
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即 “对 于 任何 zEX, 有 
C, s ECT, | Z ,) < C, ° Tas P — a.e. 


从 而 ,由 B*RF 集 期 望 与 条 件 期 望 的 定义 , 即 得 


C, ° ECT,) =| C, < TdP = | C, ° B(T,| Z, dP, 
2 Q 


<| c. PaPa = | ,ce Tap 
一 C ° BCT). 
MJH z 的 任意 性 即 得 , 当 w,vEVU,u<v 时 ,有 8B(7,) 么 BCT,) 即 
BC7,) 为 z 的 单调 不 增 的 下 集 值 函 数 . 
类 似 可 证 {7. 罗 .xzED) 是 下 款 时 的 情形 . 
D BREDE, FRAR, BERKE WEE. 
定理 9. 16 (T, u C UYE Bh. H uv, u <v, T, € 
F (B*),P—a. e ËJ 638 2 kV u € U ,T,= T (BE BRF 集 )P 一 


are. . 
证 明 必要 性 . 由 定理 9. 14,Y u, € u,u< SV z€ X fV B 

EF., 

f , C, ° E| F dP -Í C= ° Ted 
又 由 条 件 期 望 的 定义 ,有 

| ; C: ° ETF dP -| Ca ° TadP 
则 |, Ct rape -| C, pa, JEBAT EFA, NE 
式 可 写成 

| ; C: ° PaPa, -| ,Cs ° T,4P> - 


JW C, ° T,= C, ° T,,P—a. e. 再 由 zx 的 任意 性 即 得 ,7,=7,,P 一 
a.e. Ë] ,为 一 固定 的 B*RF #. 
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充分 性 如果 Y CU, T, =T,P—a. e. 由 定理 9. 2 有 x<<v， 
EC, |F.) = T, = T = T... P — a. e. 
BRT’ Z, u € U) HR. 再 由 已 知 条 件 知 , uov € U,u<,T, € 
FB) ,P—a,e 证 毕 . 
定理 9. 17 B La F a uU), {8u ,,u €C U) E bh, 
(TASo F EUNE A ER. 
EAL F aou EU}, {S F a EUA FR, T V S Fuu E 
UJEA FÆ. 
证 明 Reh ERRE RIIE, FRR JE AA PiE. 
MR {T Z, uC U), (Sa Fau EU HER, K uw 
v 时 ， f 
E(T,|Z,) S< T, ,P-a,e R ECS, |F.) < Sa, P-a,e. 
XW T,AS,€ Z,C2x) W 
ET, A S| F) SETIF.) A EIF D) 
<T, Á Sas P — a.e. 
WTA S F uau EUA ER. 证 毕 . 
定理 9. 18 R {T.,F u EUER u RHEN 3 RR , k u RIRH 
DE AR , 则 对 任意 u, s€ uto, EE T, =T, ,P—a. e. 
证 明 由 已 给 条 件 与 定理 9. 13 知 ,VY u,oEU, u*v, BAY z€ 
X, C: ° T,= C, ° Tr, P—a. e. 
又 由 z 的 任意 性 ,得 到 7, 二 7,， P 一 a.e. 证 毕 . 
定理 9. 19 (B* #J F 著 的 收敛 定理 ) 
设 {7., 多 ,sn 之 1) 为 B" FRR FER, N4 nokt, T, JL 
乎 处 处 收敛 于 BRF 集 , 记 为 7, 即 mT. 一 7， P—a. e. 
证 明 由 定理 9. 13381 VE K. Ge Tae on21) HRR F 
鞭 , 再 据 ( 分 明 ) 款 或 下 鞭 列 的 收敛 定理 (参见 王 寿 仁 编著 (概率 论 
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基础 和 随机 过 程 兴 现代 数学 基础 丛书 ), 科 学 出 版 社 , 定 理 5. 2. 1)， 
A.C: ° T, 几乎 处 处 收敛 , 即 有 
lim G, ° T, = limC, ° 7,, P — a.e. 


R— b WoO 


其 极限 为 随机 变量 列 {C.。T,(.)} 的 上 、 下 极限 ,也 就 是 FF 集 列 {C 
o TB {C e TORE, FRIRE E 
Vz € x, A Ve, oTa =V AC oT P — a.e. 


R= ] m= x n=] m=n 


SƏV z € X,C, ° CA V Ta) = C, eV A Ta), P— a.e. 


a=] m=a n=] mR 


n=] m=#x — a=] m=" 


s=] m= 


车 把 上 等 式 右 端 记 为 7， Wim? = =T, P—a. e. WHE. 
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第 六 章 ”模糊 数 
与 模糊 值 函 数 


本 章 介绍 模糊 数 与 模糊 值 函数 的 基本 知识 . 为 了 阅读 方便 起 
见 , 还 相应 介绍 了 区 间 数 与 区 间 值 函数 的 有 关 知 识 , 主要 内 容 有 : 
区 间 数 ,模糊 数 的 定义 与 运算 ,模糊 数 度量 空间 与 模糊 数列 的 收敛 
性 ,模糊 值 可 测 函 数 与 模糊 值 Lebesgue 积分 以 及 模糊 值 随机 变量 ， 


S1 区 间 数 


为 了 学 习 模糊 数 的 需要 ,作为 预备 知识 ,首先 在 本 节 介 绍 区 间 : 
数 的 一 些 基本 概念 . 

定义 1.1 设 8=( 一 ,十 0) 为 实数 空间 , 称 R 上 的 有 限 闭 
区 间 4=[a ,at] 为 区 间 数 ,区 间 数 全 体 记 作 ICR). 

特别 ,对 于 任何 a€ 8, 有 a=[a,a]€7(8). 因此 REIC). 

定义 1.2 设 4=[a at], b=[b7, bt ]EI R). ODMR a< 
D ,at Dt, RK a FRET o RA b 大 于 或 等 于 ae, 记 作 ao o 
2a. 

(2) 设 f: RX R—R H R FE ñJ— 638 88 , RE R EN 


i 
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的 二 元 运算 /为 
fla,b) = (f (3)z € asy Eb), Y a,b EIR). 
如 果 记 了 = x B fly =r * y, MRE 
axwb=(zxy|z€a,y€b). 
由 上 面 的 定义 不 难 证 明 下 列 各 命题 . 
命题 1. 1 对 二 任何 a,5E1(R),KE R, 有 
aVb=[a- Vb ,at Vot]; 
aAb=[a" Ab ,at Abt]; 
a 十 b 二 La- 十 5 at -十 b+ ]; 
a—b=[a —bt at 6- 1]; 
ae b=|a +b Aa ebt Nat eb Na ebt, 
a eb Va + bt Vat (b Vat ° bt]; 


1 — r í 


[x*a k Ü at], k> 0, 
k+a=<0, k= 0, 

[ke at.k a], k< 0; 
—aA(— 1) *a=[—at ,—a-]; 

_ + + 
piktam OEV VE] oe 
aad l. l 1 1 = 
naglem Vg]: 0 €>. 

命题 1.2 (R), <, V ,人 A) 是 一 个 分 配 格 . 
命题 1. 3 《1(8), 十 ) 是 一 个 交换 半 群 ,其 零 元 素 为 0. 


《1(R8),，) 是 一 个 交换 半 群 ， 其 么 元 素 为 1. 
命题 1. 4 设 4,5ET(R), 则 
d) —(—a)=a; 
(2) adb 当日 仅 当 一 bi 一 a; 
(3) 4a 二 一 a 当 且 仅 当 a = 一 at， 
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(4) —(aVb)=(—a) AAG)D,— (Ab)=(—aV (—b); 

(6) a—b=a+ (—b); 

(6) a—0=—a,0—a=--a; 

(7) a 一 a 一 0 当 且 仅 当 a€ R. 

命题 1. 5 ”对 于 任何 so,cE7C8), 有 

(1) (aVb)+e==(a-+-ce)V (b+); 
(aAb)+ce=(a+¿)A O+ ol); 

(2) (aVb)—c=(a—ce)V (一 c)， 
(aAb)—c=(a—c) 人 (一 c)， 
c—(aVb)= (c—a) A (e—b), 

c— (a Ab)= (c—a) V (c—b); 

(3) (a—b)—c=a—(b+o). 

命题 1.6 a, bEIR), j kER, W 

(1) 1» a=a,0 ° a=0; 

(2) (jk) + a=j» (kea); 

(3) ke (aVb)=sgn(&) e (|k| *a V |k] +b), 
k» (a Ab) =sgn (k) e (|k| a A |k]| b), 


其 中 


1, k> 0, 
sng(k) = < 0, k= 0, 
— 1. k < 0; 


C4) ke (aFb)=k + atk- b; 


(5) =q ° bt, 062. 


` fja 
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92 数 的 定义 


定义 2.1 设 a€E. 多 (BR) 满 足下 列 条 件 : 

(1) 正规 性 :kero 天 Gi 

(2) 闭 凸 性 :Y %€ (0,1]),a,=[ ay or]E7CR)， 

称 "为 忆 上 的 模糊 数 简称 为 王 数 . 届 上 的 卫 数 全 体 记 作 FCR). 
特别 , 记 1(8)= {a|a€1(R),a=% 为 区 本 和 sat JhJ IFTE 
KRO, TRA IRCE(R). 

下 面 我 们 讨论 F RH — ERRER. 

定理 2.1 设 cE 多 (B), 则 cEPGR) 的 充 要 条 件 是 : 

O) PE a at € R,ar Sat ,使 得 kera=[ar at]; 4 <ar 
HF aa) 9 88 JBS 0 HAEE, 54 >ar 时 ,a(z) 为 单调 不 增 且 左 
连续 ; 

(2) „5m a(z)= lim a(z)=0. 

证 明 充分 性 . 只 需 证 明 V :E (0,1],a,€ 1(P). 

S ar = inf (z|zC a}, at = sup {z |z € a,). 由 条 件 (2) 知 ， 
~<a Kat < +co. NFT fff] z€ a 有 aG)22. Ë or , at 的 定 
XM rE sat], N aC [a af]. LE z€ a,, JJ aCz)< 2. H £ 
件 (1) 知 ,z<ox 或 rat. FE z€ (or at) 88 (ar sat )Cša,, 

如 果 进 一 步 证 明 ay Emsal Ea l| a= ar ,at € ICR). 

FXE MRC at) = @, l| or =at =a, EIR). 如 果 (a-， 
at )Z@, H FV z€ (ar ,at ) 有 alz) 之 4, 由 条 件 (1) 知 

alaz) = lim alz) > 4. 


za, 4-0 
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则 ar € ar 同 理 可 证 at € o. 

H FREA, a € RCR). 

必要 性 . (1) 由 于 Keraod, H Kera=a = [ar ,at ]€ ICR). 

如 果 z<y<a ,但 aG) >aly), 则 存在 X (0,1) ,使 得 az)> 
>a). FÆ, q z€ a,=[ar at], E y€ [ar at], AELE g< 

这 与 z<; 的 假设 相 矛 盾 . 故 必 有 Kay). ; 

又 车 lim a (g) =a(z+ 0)zša(z), M| a(z)<aG + 0. 于 是, 存 
在 4E(0,1), 使 得 aG) <Aa<a(z-+- 0). —Jr Bl ,z € a,, W| z<ay ; 8 
一 方面 , 当 :> 十 0 时 ,存在 8>>0, 使 得 esE (0,2) R. z+ #<or , WJ 
alz+e)>alz+0)>4, FÆ rf 十 :之 oi , 故 z 疡 or. 了 矛盾 .所 以 a (z + 
0)=oa(z). 

综合 上 述 , 当 z<ar 时 ,oa(z) 单 调 不 减 且 右 连续 . 

同 理 可 证 , 当 >ar 时 ,a(z) 单 调 不 增 且 左 连续 . 

DWR lim 1 a(z) =k>0, 则 当 4AE 0, bR, a € ICR m 
a(z)=0. 同 理 可 证 ,lim a(2y=0. 证 毕 ， 

推论 1 W ac F(R) W 


| V ala7), z € suppa f) (— co,ar )， 
T <: 
ji. rE [or sat], 
alz) = 
V alat) z € suppa f) Cat, + œ), 
š z € suppe. 


证 明 如 果 suppa=[oir at]. 显然 成 立 . 
WR ”suppa 关 [er at], 4 ay <<z<ar 时 ,由 定理 2.1 知 ， 
alz) Zale ). FÆ, %4 rE suppo 门 (一 0o,a7 7) 时 ,有 
ala) Z= V ala7). 


a, <: 
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alz) > À > V alar). 
a <= 
则 ar <>. EE asCa(ax S V alar) 发生 了 矛盾. 所 以 


a, <= 
alz) = V alar). - 
a< 


同 理 可 证 , 当 xE€suppe 门 (oi ,+-oo)BF,aG)=—= V alaz). 显然 , 当 


a == 


z€ [ar ,af Ji ,aG)= 1,234 z€ suppe 时 ,a(z) 二 0, 证 毕 ， 
显然 有 下 面 的 推论 . 
推论 2 设 a€E F(R),0<2i<A<1,Jll| ak Sar Sat Cal . 


令 


“FP 一 {"a|*alz) 是 RR 上 的 单调 不 减 且 右 连续 函数 ， 
Him *alz) = 0, lim alz) = 1}, 

F* 二 {a* |a" (zx) 是 RR 上 的 单调 不 增生 左 连续 函数 ， 

dim a* (az) = 1, lim a* G) = 0) 

F=(C'a,a*)|*a€ *F,a" € P" HETE z€ R,fËš* a(z) = 
a* (z)= 1). 

定理 2.2 F(R)=(la=*aAa"|C'a,at )€ F) ,其 中 

Ca A a*)(z) = *a(z) A a* G) ,V z € R. 

证 明 如 果 a=*aAa,(*a,a*)E€F, 由 FF 数 的 定义 知 ,Kera 
z$, hera 二 [ar at], HP ar —int(z|*a(z2)=1)Y,af =sup{z]a* 
G)=1) (显然 一 之 和 or <o). H * F Ej F* BJ E S HL, a 满 
EEH 2.1 的 条 件 , 所 以 a€ FCR). 

反之 ,如果 a€ F(R), 令 


lala), ELAT, 
*alz) = < 
\ 1, T>, 
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j 1, r< a, 
a* (z) = + 
alr), z> or. 

由 定理 2.1 3, acra €C F* ,Tf B. * o(er ) =a" Cat ) = 1, JJ 
(C*a,a*)C€C FH a=*aha*. uE tE, 

设 映射 x;(0,1]->1(R) 满 足 条 件 : 若 0<xi<2,<1,j) hO, 
(为) , 称 为 区 间 数 套 . 区 间 数 套 全 体 记 作 H. 并 记 

G= {hE H|Y 2€ (0,1] 有 NLO = h(Q)). 

定理 2.3 (1) F(R)= (a= V JAA Kw) REH H a,= 
NAC). 
6< 2 

(2) P(R)= {a= V AAwa) EG H a=k). 

证 明 (1) #aCrFCR), S h. (0,1]—> (089 ERF :V 2E 
0,1] ai CACA. 由 分 解 定理 知 ,对 于 任何 zER, 有 

alz) 一 V [a A Xr» G) ] = V (XA Xo) (x) 
2€ (0,1] A€ (0,1] 

H m= NRO). 

Z a= V A ha h€ H HR a= NAO). 容易 验证 ， 
Kera#¥8$ HY 4€ (0,1]J,a, EL(R). LW a€ F(R). 

(2) 类似 于 (1) 的 证 明 . 证 毕 . 


S3 了 数 的 序 结构 与 运算 


定义 3.1 设 oa,pEF(R). | 

(1) ”如 果 对 于 任何 4€ (0,1], 有 所 B, 称 a 小 于 或 等 于 B 
或 者 8 大 于 或 等 于 ei a< p RE pa. ' 

(2) REV. As ts, es hE 
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(aw G) = V [a ABW], VER. 
定理 3. 1 (1) (FOR), < EBE #. 
(2) 设 a,BEF(R). 则 a 的 充 要 条 件 是 对 于 任何 x€R， 
`a(z)2:* A(z) ,0 G@2)<8` (z). 
(3) 设 *E(V，A, 二 ,一  ,.JJAP ffi a, BEF, # o 
x PEFR) B (o x p=orx B, V AE (0,1_. 
证 明 (1), (2) 显 然 . | 
(3) %f",RX R— R, (nD| > f(y) = z *g. 
由 Zadeh 的 扩张 原理 ,对 于 任何 4X B€ Z (RXR),# 
C4x* B) (z) = V AO) A BG) ], V z € R. 
特别 ,对 于 任何 a BEFRO (n) , 便 得 到 定义 3. 1 的 形式 : 
UDG = V [aG) A AG], V z € R. 
根据 第 三 章 定理 1. 1( 扩 张 定理 DE 
(ax B)Cz) = Yu? A X... JO), V z € R. 
而 且 Y 2E (0,1],(e x B= N C% x pe) =a, x EIR). 再 由 定理 
2.3 知 ,ax B€ F(R). YEH. 
推论 设 a,8E7(B). 如 果 0Esuppp, 则 了 人 4 二 PE rR), E 


V2€ (0,1],| 


证 明 如 果 0Esuppp， WEIR), 类 似 于 定理 3. 1 (3) BJ UE 


HH, 立即 得 也 ERCR). 证 毕 . 
Da 2 与 命题 1.3 以 及 定理 3. 1 不 难 证 明 下 述 定理 . 
定理 3. 2 (D (F(R), <S, V, MESM. 
(2) 《PC(R) ,十 ) 与 (PCR)，。) 分 别 是 交换 半 群 旦 0+a=w， 
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1 *a=a,V aC F(R). 
定义 3.2 设 aEF(R),kER, 界 定 
ta 一 too 一 au 一 (一 Du 
且 称 一 a 为 a 的 相反 F 数 . 
利用 区 间 数 运算 的 性 质 , 以 及 定理 3. 1 不 难 证 明 下 列 定理 . 
定理 3.2 i$ a, p, ER(R). 则 
da) —(—a)=a; 
(2) (—a)G@G)=a(—z),V z€ R, 
(一 四 一 一 mVY AE (0,1]; 
(3) op YHN- pS- a; 
(4) (a—a)G)=(a—a)(—z),V z€ R, 
x a—a= 0 当 且 仅 当 Suppa € R; 
© —(aV ))=(—a) A(—A), — G@A  )= (—a) V (— A); 
(6) a—fp=a+}— p); 
(7) a—0=a,0—a=—a; 
(8) a=—a YHN V z€ R, aG)=a(—z). 
定理 3.3 设 c,b,yEP(CR)， 
d) (ay p)+y= (a+) V (+), 
GAB) -+y= (a+) AGH; 
(2) (GV 0) —y=(a—y) Vy), 
GABP)—y=(a—y) Ay), 
y—(aV P= (ya) A (y— 0), 
y— GA >= (y—a) V Oep); 
(3) (a—p)—y=a— (p+), 
Ca— p) +y= Caty) — p= p). 
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定理 3.4 设 0,pEF(R),j,EER. 

(1) l+a=a,0+a=0; 

(2) 如 果 4 汉 0, 则 人， aaa 

(3》 Gk) + a= je (ke a 

(4) k+ (GV A)=sgnG(2) e. (k| * a V |k| 0), 
k + Ca NP =sgn k) ° Ck] ce A lk| * B; 

(5) ke (a+ 0)=k + a+k >° B; 


元 , VzrER; 


C6) 如果 0Esuppb, 记 8 = 1+8 p € pG) Aa p= 
a. p~. 
注 1. 如 果 jk AAIE 25k [F] AES 0, WI 
G+H ta=jratk»a, V a € FR) 
如 果 六 二 0, 上 面 等 式 一 般 不 成 立 , 例 如 当 j=1,k=—1, a= Xo.) 
时 ,上 式 左 端 等 于 0, 而 上 式 右 端 等 于 ruay. 
注 2. mg Peme M gE Maa B0, 80 >0, 


则 BC 十 VB( 一 0)>>0. 于 是 lim, É (zy=————Ü0 或 者 Jin 


+O 


7 
[下 = TE —>. ,所 以 六 ERR). 


$4 五 数 度量 空间 与 了 数列 的 收敛 性 


Pa, B€ F(R). iB 
“Du 一 (人 人 0| 6G@—¿2)—£# oz) 委 [0z 十 四 十 se， V z€ F), 
Di= {e 人 >01p (tHe) —e a (EP G—e)+e, VER), 
d(a,b) == inf C Das 门 Dž). 
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引 理 4.1 对 于 任何 c,AERCR)， 有 
(1) * Dag= * Dgas Dog = D fa; 
(2) *DyN DAD e| >da, p). 
证 明 是 简单 的 ,从 略 . . 
引 理 4.2 (1) O<d4(Ge,.0)<1,V opE RCR). 
(2) MPPE MFE ER 
“pa e)— e< * al) plz) +e, 
p> (ate) — eLa" (z) < 8* (z e)+e. 
(3) dla, p) =0 34 HALY a= 8. 
证 明 G) RR. (2) WMR adla, p) <e, HSI 4. 1(2)* D. D) 
DD Ula, B) sE), AER o € dla, p) e), WJ 
* BCæ — o) — eo SZ * a(z) <<" BC + eo) + eo, 
B" (z + e) — eo < a*a) < p7 (z o) —+ eo 
所 以 
“pa — 8) — £ < * aG) < BG + :) + °, 
> p G + t) — £ < a*r) < p*r — e) +e. 
(3) WMR o= B, TZR dlu p =0. RZ MR da, p= 0, MA 
于 任何 e 之 0, 都 有 
“al) < pz 十 5 十 se< a(z + 2e) + 2e. 
根据 *x(，)，6(。) 的 右 连续 性 , 当 s* 一 十 0 时 ,立即 得 “= “6. 同 
理 可 证 ,a* = 二 bp* ,所 以 a= p. WEHE. 
定理 4.1 4d(，,。，。) 是 Rf(R) 上 的 距离 函数 , 即 满足 
(1) d(e,0)Z20,V a, pE F(R), 当 且 仅 当 a=p 时 ,ld(a,p)= 
0; 
(2) dla,P=d(Bya) ysY a,B€ FCR); 
(3) V e,B,yC F(R) , dla, Kila, p) +4, y). 
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证 明 C), 由 引 理 4.1 与 引 理 4.2 立即 得 证 . 
(3) ”如果 dla, DHB <e, MFE a> 0,0, E Ada, 
M<LadB perse s <. 由 引 理 4. 1(2), 有 
*BGz — +) — a < *a(z) pla) ë, 
B" G Jj s) — 8 << a" (z) < AB" z e) + a. 


7 一 6 一 6) 一 2< "pre—e), Bate) plae te) +e; 
y(z+ = tHe) — e< (He), p" (z—ë )<y* (z —ëi — e) +>. 


*y(z — ë, — e) — e — a Trall) <t yla daa + e) +a + e. 
y* z+ ë He) — e e <a (z)<y* (x—e—ée2) +a +. 


于 是 dla, y) Ke tH ee. 
因此 
{eld(a,p) + dp,y) < s) C (¿|d(a,y) < e}, 
所 以 | 
d(a,y) < dala, p) + 4(0,y). 
证 毕 . 


定义 4.1 称 度 量 空间 (F(R),z) 为 卫 数 度量 空间 
定理 4. 2 如果 对 于 任何 cE FOR), ie 
0 Cae) A {BIB E FCR), dla, pP) < °), 

且 称 为 a 的 e( 开 ) 邻 域 , 则 当 221 时 恒 有 0.(a,e) = F(n. 

证 明 由 引 理 4.2(1) 立 即 得 证 . 

定理 4.3 (F(8),d) 是 可 分 空间 , 即 (8) 有 可 数 子 集 '(R) 
为 CR) 的 稠密 子 集 . 

证 明 以 8 表示 [0,1] 中 全 体 有 理 数 , 令 ` 

F” CR) = {aC F(R) jal OWE aR H 0 的 有 限于 集 且 
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a(，。) 只 在 有 理 点 不 连续 ). 不 难 验证 (8) 为 可 数 集 - 
对 于 任何 oE FCR) 和 正 整 数 %, 存 在 正 有 理 数 7, 使 得 


(n 十 or) A C= ar) > Ta) V ao) <. 


再 将 区 间 [ 一 rrjm EP RIAIS ENKLE E 


27 -1 
Tr z-i = S 令 


0， 4 z <— r, 


y ， 
“oa (x) = =: 当 z i << z< a, 
1， 其 他 . 
0, rr, 


q, (z) = “=, 34 at <Ç ti < z < t, 
1， 其 他 ， 
其 中 "mw DEERE e [ace 二 | 全 


[GO ,ar a HE) ,不 难 验证 ,m= ` acA az € F° (R) i H 


| 一 一 让 < a) s+ 二 + 十 

n n n n 

az Tt T| S L <a G) < a: :一 工 | 十 工 . 
n) n | n 


则 dCsa) < 于 是 limd(o,o) 一 0 即 PCR) 为 了 RCR) 的 稠密 子 集 . 
WCF CR) ,4) 是 可 分 空间 . 证 毕 . 

定理 4.4 (F(R),d) 是 完备 空间 . 

证 明 设 {o,} 是 (F(R),d) 中 任意 给 定 的 一 个 基本 点 列 , 欲 证 
存在 a€ F(R) ER limda a) = 0. 

任 给 220, FEER N = N (e), EX m,n 之 N 时 ,有 
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Cansa) 一 .由 引 理 4.1,Y z€ 8, 有 


* -jnc . È £ 
Qj Z >) > < aG) <a T |+ 2 
. £) x . £ £ 

z+ y < G, (z) < a, z tE 


BI, anl) 5 [az (z)) 为 有 界 数列 , 则 存在 收敛 的 子 列 {*a 
GD) (az Ga) Hua Ga) =lim "` a, (z) ,at (1) = liman, G) , WI 


` G, 


e) ë 
eea is aG) < aja tyty? 


e OET 


-jt 
记 * aG) sinf ala )1z >z) ,a (e) =inf {a (z )|z <z). RIER 
证 "acE “了 ,a* € F*. FEWE 

(z € R|*alz) 人 oz) = 1} = @. 
对 于 4€ (0,1], 记 
: a, = inf(r|z € R,*a(z) >: å}, 

at = sup(z z € R,a" z) È À), 
(a,)x = infíz|z € R,*a,G@) > À), 
Can) = sup(r|z € R ač (z) >Z À). 


一 方面 
alar) < `a, “G ++] + 
=> ajai + Z|2'a( 2 = 1— $ 
=> o + 2 Cag 
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= m = lm A V Di (1) 
e> t0 NZ 1 n V 
另 一 方面 
3 
ala% — e) — y <'a as- |<! -5 
= a[o = eel 
=> ank — e< (m) | 
= ang < wi A CE $ +e 
= a = lim arg < lim V A(a， J (2) 
>+ er 十 0 N2>1 RN 
再 由 
A aD < lim (a) S A V Cadie 
NZ1 ƏN NZ] nN 
与 (1)、(2) 式 ,得 
or = lim [lim (Ca); ]. 
à +]—Ü no0 
同 理 可 证 


at 一 Jim [lim Co,)# ]. 
BAH ODS) 则 得 a7 志 .at .于 是 
(z € R|*aG) Aa’ (x) = 1) = [ar at] Æ 2. 
所 以 a= *a Aa" € F(R). 而且 对 于 任何 zER, 有 
*a,G@—#)—¿ta(z)<"a(z)<çta (agaat 


ar (z+) — eK lr) Ka* GETI La (x— e) +e. 
则 dC,o)<<e. 最 后 再 由 * 的 任意 性 得 imd(ow,o) 一 0. 证 毕 . 

注 ”由 定理 4.2 知 (F(R),d) 是 有 界 的 .但 不 是 完全 有 界 的 ,再 
由 定理 4.4 知 ,LPCR) ,d) 不 是 列 紧 的 度量 空间 . 


事实 上 ,如 果 om 二 ,w=1,2,…, 则 对 于 任何 相 蜡 的 正 整数 4,( 


z— 
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有 d(C,am) 二 d(k,1)=1. 因 此 ,序列 (0,} 中 不 存在 收 合 的 基本 子 
列 , 即 是 说 (F(R) ,4d) 不 是 完全 有 界 的 . 
下 面 我 们 继续 讨论 (8 CR) ,4) 的 结构 . 
E a,hBE F(R),Q 表示 全 体 有 理 数 ,: 为 非 负 实数 , 令 
‘alap D= V (Ear) BGH] VEC) —*al+ 
e)]}, 
d* Cas Bred = V {Lo (z) — 8° (a —e)] V[E (z)—a* (x— 
Ba 
ala, pe) 一 ”day pse) V ad* Cæ, p,e). 
Das= {2€E (0, 1] are — Esp; prear ,V AE Ce, 1j}, 
1 一 1E (0,1] af SSE. +e, pi Ka de, Y AE Cel], 
d Ca, P) = inf (Da N Di) . 
dla, p d= V (Eam pr) V ear JA, 


2E (,1J 19 
dt Ca, p,e) = V ([Gat— pE.) V CBr —at JA, 
A€ (el 9 
d' (ga,B,e)=d (a, p,e) Vd Cla, p,e). 
定理 4.5 (1) dla, p,e) Ke 4 HAH e€ * DaN Dis 
(2) dla, b, + OÆL0, +A, 11A RRA RA šE 22 6 
数 . 
G) Hadala, p)>ehf,d(a, p,e) >e; 4 dla, p) <e BF,4(a, n, 
2e)< es 而且 
dla, pdla, pb)) < d(a, fp) < d(a,B,d(a, p) 一 0). 
(4) Adla, p,e) dla, PKV dla, pe), Y€ (0,1] 
(5) dla, p) = V [eAdla,pB,e)] 


eE (0,1Jr129 


一 人 [eVd(a, B.) ]. 


E (0,1J Q 


(6) 对 于 任何 aC F(R) 邻 
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O:Ca,e) = (8 € F(R) |ala, 8) < °), 
Vilac) = (B € F(R) |dla, p,e) <e). 
则 | 
Oila, e) C Vila,e), V e€ (0,1]. 
证 明 (1) 显然 
(2) halt»), pat = ),a Ga e), p (zx 一 ，) 的 单 
调 不 减 性 知 ,a(a,8,，) 是 单调 不 增 的 .再 由 *a(* CO RE 
调 不 减 性 与 右 连 续 性 ,得 
“das pset0) = lim dla, peto) 
= V peto) 
= V V {La "ptetd)] 
V[*AG)— *a(z+-+-ó) ]) 
= V [ez 一 人 pz 十 e 十 9)] 
VEL’ BC)— A c(z 十 * 十 9)]) 
=V {Leas)— "prte) lV U BO) — “alzte)]} 
=*d(a,p,e). 
同 理 
dl (a,p,e + 0) = d* Ca, p,e). 
则 
dla, Bp, + 0) =*d(a, p,e + 0) V d*la, b,£ + 0) = dla, p,e). 
《3) ”由 (C1) 与 (2) 立 即 推出 . 
《4) ”由 (2) 与 (3) 立 即 推 出 . 
(5) ”由 (4) 只 需 证 明 
V [e Adla, p,e) |] = Aa V eD] C) 


EC0,1ING 


如 果 等 式 ( x ) 不 成 立 . 由 (4) 一 定 有 
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V [e A dapo] < An Ë V dla,8,e)], 


#€ (0,1)r19 


则 存在 s € (0,12 4848 


因此 


V [e A d(a, pb,e)] < ë < A nl V dla, P, 8) ]. 


e€ (0, JQ 


go A dla, B, Eo) < to < ea V dla, peo). 


由 上 面 左边 的 不 等 式 得 4(a,6,eo) 过 eo; 但 由 上 面 右 边 的 不 等 式 又 
H dla, p,e) D> ARAF M. 故 等 式 ( x ) 必 成 立 . 


(6) ”由 C3) 立即 推出 .证 毕 . 

类 似 地 还 可 以 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 4.6 QW Casp, DSe 当 且 仅 当 e€ DaN Dh. 

(2) d Cap, ` DEC0,1]8](0,1]65 8.8 38 B A EE 58 R. 
(3) Hd (a,0)2>e B, d (a,p,e)>e; d Ga, B, )< Bf , 


d' Cu, B, e) <; 


而 且 


则 


d (a, h d! Ca, p)) SL Ca, b) SX Ca, p, d! Ca, p)). 

(4) end (a, p,e) Kd Ca, p) KEV d Ca, p,e), V e€ (0,1]. 
(5) d Ca, p) = V [eAg (a,B,e)] 

e€ (0,1](19 

= A CeVt (a,B,e)]- 

E (0.1)f1Q 

(6) 对 于 任何 aC F(R), 令 
O, (a,e) = {B € F(R)|Z (a,p) <e} 


Ví: (ai = (P € F(R) |d Ca, ps) < e) 


Or (ast) C Ve (a,se), V e€ (0,1) 
定理 4.7 对 于 任何 cy,pE RCR), 有 
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(1) *DsfN (0,1]=Dz DN (0,1]=D$; 

(2) ad(a,P)=d' (a,b). 

证 明 (1) 如 果 €* Ds 由 (0,1j, 则 对 于 任何 z € R," al) 
S'A) tHe, “PAS  alr+e + 于 是 ,对 于 任何 AE G, 1], 

Aralar) S" (ar + e) + e. 

所 以 Beor He Bl 8. — ear . EEE y aa, — SA , 故 z€ Ds 所 
BD. [100,1] D. 

如 果 sE Da. 8 * a(z)>>e BF, p 6 eLa + o <z. 则 

4(z) Kpa + 9) + =; 

Hral) Ke ht, BREA aS patete FE," e)te 
< alz) ,所 以 zsE * DaN 0,17. R DS * D. N 0,1). 

综合 上 述 得 Du 人 O, 1]= Da EM pt Y O, 1 ]=D4. 

(2) 由 (1) 立 即 推出 . 证 毕 . 

下 面 讨 论 F 数列 的 收敛 性 . 

定义 4.2 O) 设 wEFCR),n=1,2…. 如 果 存 在 acEP(B) 适 
F limda, a) =0(Rlimd' (o,,a) 一 0) 称 {a.} 依 距离 4 或 ) 收 敛 于 
a, WWE d— lima, =a (3 d — lima, =a). f 

(2) Ramla at J€ I(R),n—=1,2---. WREE a= [a ,at ] 
E7(B) 适 合 Lime limar ]=[a” ,at ], Dk (a IRR a- 记 作 
lima,=a. | 

(3) ia € F(R),n=1,2--,a€ FCR), HXI FAE A€ (0,1] 
A . . 

ha CA) = [hi CA) ,WJ] = Cadas 
ha CA) = [hr (A) ht (4)] = a, 
CCa) = (z € Rjal) 在 z 处 连续 }， 
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CG.) = (A € (0,1 Jar C ht Ce) 在 4 处 连续 }. 

如 果 对 于 任何 z€ C (a) ,lima,《z) = a(z) , Pk 16.) BERF a, 
记 作 W—lima,=a. 

如 果 对 于 任何 4E O Cha) , lim ha, CA) = ha (A); Fr (ha) BAF 
ha EPE W— limhe, =. 

定理 4.8 a CF(R),n=1,2,", a€ F(R). 则 下 列 五 种 收 
敛 性 相互 等 价 . 

(1) 4—lima,=a. 


1—00 


(2) d —lima,= a. 


a— oo 


(3) W—Iima,=a. 


s— o 


(4) W= limhe, =k. 

(5) N {limh, (8) |84, SEC Cha) } =h CA), Y 2E (0,1). 
证 明 由 定理 4.7(2), 显 然 有 (1) 操 (2). 

(一 (3). 如 果 zEC(a , 则 对 于 任何 >0, 存 在 5 | o , 


使 得 * 一 6,z 十 6EC(o) ,而且 


alz) —* alz 一 j< > 


als) — "aG + O) |< > 


a* (z) =a a 9)|< Z 


a" (z) — aG + 9 |< ç. 
因为 tma(oo) 一 0, 则 存在 正 整数 N— N Ce) ,使 得 n>>N 时 ,d(a,， 


a) <<. 由 引 理 4. 2(2) ,有 
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*aG — ó) — ó < oz) <*a(z + ó) + ó, 
a* (z + ó) — ó < a? G) < a* (z — ô) + ó. 
Hj 
—é< ak 一人) 一" az) 一 0< "a,(z)— " ala) 
<“ a(z--ó)— *a(z)+ ó<ë 
一 sa" (z-ó) —a* (z) —ó< a? (z) —a* (z) 
<a* (1—8) —-a* G@)A ó—<ë 
于 是 ,对 于 任何 z€ C(a) ,lima,(z)= lim [ * a,(z) Naš G) ]=a(r), 
Bp W— lima =a. 
(D> (A), ÅR W — lima, =a, BX} T t fal z€ CCa), lima (z) 

=a(a). ME >00, FEERR N=N C, ) EH n> N 时 ,有 
Ja (1)—a(2)| <e WR 2 E(00,17 则 对 于 任 给 的 sE (0,% A (1 
=N) Eh WNC, H a(z2)>2>a,(z) — N 一 e. 所 以 zE 
h(W 一 2) 门 C(o). 于 是 

ha N ) N Cla) E hN — e) N CCa). 
EH OE R AARI , 则 ha CA ) Eha (A — e). IERTE ha G + 
s), (2 ). 如 果 记 

limh, W ) = Llima; (2 ) s limhž (Q )J, 

limhe, (X ) = [limi;, (2 ), Him (2 )]. 
m | 
名 (MX HEE limhe (2 )C llim, (V Xh (2 —e). 
MRN EC) ,再 令 e>0, W lim ha, (A )=k,Q2' ). 再 由 
CAO ESO CDE 


十 | 硅 (C2% ) 一 硅 (1)| 


a )—h Q ) | 
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以 及 如 (),h() 的 左 连续 性 ,立即 得 limho (1) =C). 
综合 上 述 , 得 W— limhe, = | 
G= OMR W- limh, 一, 则 对 于 任何 6E CChs) 有 
limhe, (5) =a Cå). 所 以 
| n (limhe, (8) |6<2,6€ CG.) ) = () {Ha C0) |6<2,6€ C Cha) ) 
— Due =O. 
(5) 过 (2) 设 V 4%€ (0,1]， 
N (limh, 8) |8 € (0,%) N Chad} = hA), 
则 V ó€ (0,22 (1CGO), 
lima, (4) C 如 (4) S= lima, (8). 
HEH eE (0,(1—4) AA) FFE 0=0(e,2)€ (0,1), 使 当 4 一 9e€ 


OCh it, 
limh; (A — 0e) < hç A) < limhz (A), 
limñ£ (A) < Až (A) < limit (4 — 8e). 
而 且 存 在 正 整数 N=N(e,4), E4 a> N 时 ,有 
| imag Q — 8e) — hš (Q — 0) | < e. 
则 
ha (à — e) — e < hz (À — 8e) — e 


< limkz (A — be) < hç (z), 


k Q — e) — e < limig (A — e) — e 
< limhs (A — 8e) — e 
< k; Q — be) S hz Q), 
ML Q) < hå (À — 0e) < limh (A — 8e) + e 


< 
< h£ (À — 02) + + < h? (À — £) + š, 
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h; (Q) < limig A — 0e) < Ad (A — 606) + e 
<Ha — e) +e 
FELA z€ pr, Dia 则 4(e,, Ke 再 由 的 任意 性 得 
limd (a,,a)=0,BI d —lima,=a. 证 毕 . 
推论 设 mEPRCR),a 一 1,2,…. 如 果 对 于 任何 4€ (0,1]， 
lim (a), 存在 , 则 4 一 imw 存在 ,而 且 
(d 一 lima) a = 1. lim (a,)s- 
即 


(d — lima.) G) = V GAYXmcCz))，VzER. 
r= 00 2€ (0,1] Las 


$5 FATAR 


定义 5.1 RER) dE FAREEZ, u 表示 由 距离 d 诱导 的 
Hiho (2) OR ta S J E 的 最 小 o 代数 . 称 2 Qc lu) H FR 
集合 的 Borel 域 , (FCR), Ba) Jy F 数 可 测 空 间 . 

注 HEM 47M, u= ,从 而 Zi=o0lr' ). 

定义 5.2 RAO AWEN, rC E 9 3| F (R) 5 BË 
射 . LE CBDA) | BEB) TA, W f (9, ER F 
值 可 测 函 数 . 

特别 ,如 果 卫 值 可 测 函 数 了 的 值 域 14(9) 是 RCR) 的 一 个 有 限 
或 可 数 子 集 , 称 f 为 离散 的 三 值 可 测 函 数 . 令 

D, = {g|g 是 (F(R),d) 上 的 实 值 连续 函数 } 


O,(a) = (s € FR) [acap <+ 
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Ei = (0, (a)| £ E F(R) = 1,2.)} 

引 理 5.1 设 o(y|ygE%) 表 示 包 仿 使 得 每 个 yg(E€ 98) 都 成 为 
《F(R) ,9B4) 上 的 实 值 可 测 函 数 的 了 数 集合 族 的 最 小 o 代数 . 则 2, 
=g (g| gE D) =c (£). 

证 明 由 于 任何 aeE P(R),4(a, OHER, D E 8) £ ëk së 
数 ,容易 验证 o(.9 ,)C o(g| 6 @2 CE, 另 一 方面 ,由 (F(R),d) 的 
可 分 性 又 有 @,=c (rO ol). 于 是 2Z,=c(¿|#€ D) =le). 
证 毕 . 

引 理 5.2 W 是 F 数 集合 族 ,f(，) 是 (9,.wr) 上 的 F 值 可 
测 函 数 . 则 o AAN] A]. 

证 明 显然 ,三 :2 三 三 1[fo(C28) 且 全:![o(2t) 是 2 上 
的 代数 . 故 [f (Cor JE O]. LS 

€ = (AC F(RD|f-1(A) € [O], 
显然 ,% C 而且 容易 验证 多 是 c 代数 . 则 o (Sr Cc. 所 以 又 有 
f [e (OZ) JCcol f ' (27) J]. EE. 

引 理 5.3 ac F(R),p (a) =a(z),V z€ R. M) pCI) 
《F(R), 儿 4) 到 [0,1] 的 可 测 函 数 . 

证 明 对 于 任 给 的 zER 与 4€ (0,1], 令 

s: [0,2) À (a € FCR) | pla) < 2). 
任 给 a€ p; [0,223 <ar 时 ,a(z) 二 *alz)< 过 4, 由 "a(。，。) 的 单调 
不 减 性 与 右 连续 性 ,存在 ó>>0 8 & ala a(z +ó) <à, jÉ e= ó 
A[4 一 "a(z 十 6)1. 则 对 于 任何 LEOLA), A 
BES“ La) "a(z+ e) +< * a(z+#)+ ,— * a(z+ ó)<ÇA. 
于 是 PE p;1[0,2)- 因此 O, Ca, 22; 1[0,2 2 BB 8 pr'[0,25 € +C 
Ba 当 r>a 时 , 同 理 可 证 a '[0, 和 En 综合 上 述 得 证 .证 
毕 . 
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类 似 地 可 以 证 明 下 面 引 理 . 

引 理 5.4 Ü e€ F(R),pË (a) =hF (QD, V A€ (0,1]. WI 
pre) pt ( ODÈ R) , AO) ER 348 nf 3 R 38. BD 六 (。) 会 
Cor Ce spt COJE), p 上 的 区 间 值 可 测 函数 ， 

定理 5.1 设 {f,} 是 (8,.-x) 上 的 F 值 可 测 沙 数列 . 如 果 对 于 
任何 oE 29,4 一 limfCo) 一 f(o), 则 了 也 是 (8,-? 上 的 了 值 可 测 函 
数 . 

证 明 对 于 任何 4Em,4 表示 4 的 补 集 , 令 “ 

4(f.(e), 4) À inf lalo) Dla € 4}, V o € 9. 

则 

FAD = Ü Ú ñ (e € faoa > 到 js Y. 


于 是 f-1GOC Z. 再 由 引 理 5. 2 UBD =T DEL. 
所 以 f 是 (8,.xx) 上 的 下 值 可 测 函 数 .证 毕 . 
定理 5.2 RO,AO EWEN , f: 9— F (RD EE F IË PS 3, WI 
下 列 各 命题 相互 等 价 . 
GQ) FÆRA) EH F N A g. 
D f-1GOS Z. 
(3) 对 于 任何 9E@,g。 了 是 (2,.ox) 上 的 实 值 可 测 函 数 . 
(4) 对 于 任何 aE F(R),4(f( ° ),a)JE (9, g 7) 上 的 实 值 可 
测 函 数 . | 
(5) 存在 F 值 可 测 函 数列 {f.} ,使 得 对 于 任何 we€9 有 
d 一 limf, (w) = f (w). 
(6) 存在 下 值 可 测 函 数列 { 记 ) ,使 得 对 于 任何 E98 有 
w ~ limf.(0) = f(e). 
(7) 存在 F 值 可 测 函 数列 {f.) ,使 得 对 于 任何 w€98 有 
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w 一 limh; o = hiw 

(8) 如 果 对 于 任何 zER 与 oE8, 记 Fo,z) 一 了 (o)(z)， 则 
f(，,z) 是 2, ex) 上 的 实 值 可 测 函 数 . 

(9) 如 果 对 于 任何 4E (0,15 oE 9. iE falo) = ho A), Il 
fa(，) 是 (8,.2xY) 上 的 区 间 值 可 测 函 数 . 

证 明 根据 定义 5.2, 引 理 5. 1 与 引 理 5. 2 即 得 (1) 凶 (2) 全 
(DS). 由 定理 4.8 得 (5)e;?(6) 兮 (7). 由 引 理 5. 3 得 (1) 之 (8)， 
由 引 理 5. 4 得 1) 之 (9). 由 定理 5.1 得 (5) 之 (1). 

(1) 之 (5) 如 果 了 是 (8, sw) 上 的 值 可 测 沙 数 ,由 (F(R),d) 
的 可 分 性 知 对 于 任何 正 整 数 , 存 在 PCR) 的 一 个 可 数 的 二 网 {os)、 


令 A=, = [eg F ata) < 二 ,Ba=Aa— U An k=1,?2 
| i1 
„W Ü Ba =F (R) s Ba [B =D, kÆ j. RI HF Ba) EZ. 于 是 


ÚF BD = 9, SBa D SB) = @,k = j. 
FHE F (Ë PS 5121 
Fao) = am Y o € 三 (Ba = 1,2,... 
则 (7,) 为 (8,-xv) 上 离散 的 了 值 可 测 函 数列 ,而 且 对 于 任何 w€E 9 
有 
d 一 limf. (e) = 了 (o). 

OSA 如 果 对 于 任何 zxER,F(，,z) 是 (28, ez) 上 的 实 值 
WRM FCO ,2 与 fj(。,z) 是 (2, ex) 上 的 实 值 可 测 函 数 . 
于 是 对 于 任何 a€ FR), fC 7) 一 *a(z 十 2), "a(z) 一 *f(。，,z 十 
E) fC,7) 一 Qa" (rz 一 2) 与 a* (7) 一 f*(。，,zx 一 2) 是 (8,.x) 上 的 实 
值 可 测 函 数 . 所 以 "4(Gf(，) as) 与 (f( a DE) E t 
实 值 可 测 函 数 . 因此 ,eaCf(，),o,5 为 (2, ez) 上 的 实 值 可 测 函 数 . 
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根据 定理 4. 5(5) 得 (7(，),o 是 (28,-ex) 上 的 实 值 可 测 函 数 . 
(9) 二 (4) 注意 到 定理 4. 6(5) 与 定理 4.7(2) ,类似 于 (8) 二 
(4) 的 证 明 . 证 毕 . 
定理 5.3 设 f,g 为 (2,.xx) 上 的 7 值 可 测 函 数 ,KE R. IJ z ° 
f,fV9,fAg,f 十 9,f 一 g,f* g EJ28 F 值 可 测 冰 数 . 
证 明 由 定理 5.2 知 ,对 于 任何 2E (0,1],f,9; 为 区 间 值 可 
测 函 数 , 则 
[r frske ft), k> 0, 
ke f, = <Ü k= 0, 
[k ft,k* fr], k—<— 0, 
Q Vo = f, V 9 = [fr V sr ft V g), 
G A gq) f. Ag = [fr A gr,ft A gz], 
(f +g). = f. + 9 = [fx + % ft + gt ], 
(f— ga = f, — # = [f — 9 fi — gx ] 
(f °g), = fi t ga = [Ga e 0)", (f, * 9) t ], 
其 中 - 

Gae gd = freg A fx ZZ A ff gr A ffi + gh, 
Gae gr fr egr V fr rg V ft + gr V ft gt. 
FELA Ck e F) (fxg)i,xE{V ,人 ,十 ,一 ,，}) 分 别 为 区 间 值 可 测 

函数 ,再 由 定理 5. 2 即 得 所 欲 证 . 证 毕 . 
定义 5.3 P(O, n1) AQ, y EK F 值 可 测 函 数列 ,f; 
9—F(R)2 F 值 消 数 . 
D 对 于 任何 wE 98, 令 
A (o) = (AC (0,1]|limfi%(o)= 2), A= Q AW. 如 果 4 为 (0， 
的 稠密 子 集 , 则 称 {f “之 1 收敛 于 了, 记 作 limfo 一 了 或 fo 一 
f. 
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(2) ”如果 对 于 任何 oE 2, w— limf” Co) =f o) EA d 
limf® (e) = f(e)) RSO ,na>>1) 弱 收敛 于 SABE w— limf = 


或 fw 一 上 

定理 5.4 设 {f,x 疡 1)} 为 卫 值 可 测 函 数列 ,了 为 了 值 函数 . 
V 0ER, Clw) = {4E 0,1] ]irol e JE hial e DE A Ab), 
C= ne), 

(1) #IRlmyo =f, N] w— limf =f H f 8 F šu 86 8. 

(2) 如果 w 一 lim f= 了 B c 为 (0,1] 的 稠密 子 集 , 则 

img? = f- 

证 明 (1) 如 果 timf"==f, 则 4 为 (0,1] 的 稠密 子 集 .Y o€ 
只 与 4EC(o) ,存在 sE (0,4Aw ) 使 得 hro ° 5 hho € ° OEA 
,4 十 6) 内 连续 ,有 目 4 门 (4 一 e,4 十 e) 在 (4 一 s,4 十 2) 处 处 币 密 . WJ 

limhy® (0) (4) sup {limb (8) | SE AN (A— 8,4) } 

一 sup {tro (60) |ó€ AN (0—e, 1))} 

一 Mow (A). 


limigo (œ) (4) inf | limbi,, (0) (8) 16€ AN C2,2+e)} 
=inf (Aro O) | 8E AN A, Ae) 
= hro (A). 
因 J, lim AE c Q) =e CA). 同 理 , lim ijo o Q) = hko Q). 于 是 ， 
limh u (A) = he (2). 从 而 sw EMA o = hra 由 定理 4.8 知 ,WW 
一 limf"(%) 一 f(@). 青 由 的 任意 性 知 ,w 一 limf%= 了 . 
(2) ”如果 w 一 limf"=/, 由 定理 4.8 知 ,Y o€ 9,C (o) 
Aœ), M] CS4. 由 于 C 在 (0,1] 处 处 稠密 , 故 4 必 在 (0, 匡 处 处 笛 
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密 . 再 由 定义 5. 3(1) 即 得 limf"==f. HEH. 

注 ”如果 limf 中 一 f, 不 能 推出 0 为 (0,1] 的 笛 密 子 集 . 因此 ， 
HE w— limf O= f 的 情况 下 ,0 为 (0,1] 的 秽 密 子 集 是 lmf" 一 f 的 
充分 条 件 而 不 是 必要 条 件 . 

例 iW 9=(0,1], Z = Bo) 


1， 当 z 二 no 


n+l’ 
(Ca) = 
PODE o, re Q JN), 
0. 其 它 . 
1 当 z = o, 
f(e)G) =4o 当 z € (O,1]Mo), 
0 EË. 


不 难 验证 C(1)= (0,1],C(e6)= (0,1 ]\ lo}, Y vE (0,1). FÆ,C 
=(1) BRO 可 中 不 稠密 .但 Y 6€ 8,4(w%) = (0,11, W A= 0, 
1j, 故 limf® =f. 

定义 5.4 设 (9,ux,m) 是 完备 的 测度 空间 ( 即 戎 m(No)=0， 
WY NEN, RE NEL HB. m(N)= 0), (f° ,n221) # F 值 可 测 函 
数列 ,f 为 ER. 

(1) 如 果 存在 WE wx ,mCN) 二 0, 使 得 Aw À NAHO, 
1 的 稠密 子 集 , 则 称 {7" ,之 1 几乎 处 处 (ae 收敛 于 了, 记 作 lim 
f”? =f,a. e. I f@)— f ,a. e. 

WMR VOEN w—limf® (6) 二 fC0), 则 称 {f ,an 之 1} 几 乎 


处 处 弱 收 全 于 了 , 记 作 w 一 limf® 一 f,a.e. 或 fO>f,a,e. 
引 理 5.1 Bf H F UIN ES ODA oE. 
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证 明 OLZON U po PEC) 


€<(0,1} 


= U ((fxr (@e@)#g, (e)) U {ft Agi (e))) € Z. 


2E(01ne 


证 毕 ， 

引 理 5.2 i f.g X F IË Bj 30 p 3. TQ H V > € 9, $ 
4(f,2g)(e)=4(fCo),g(o)), JW 4(f.g)2 (9, oz)y 上 的 下 可 测 集 , 即 
d(f p EEL). 

证 明 因为 VY AE (0,1],f(。),gt《。) 为 实 值 可 测 函 数 , 则 

d (f(o),g(e),e)= V {Cfo — g lw) 

2€ (einme 
V Cgi lo) — fr (o) JA 1) 
dt (flo), glo) D= V {ECE Cgi Co)) 
AE JNR 
V (gf Co) — fi ,Ç6)) JA 1) 
为 实 值 可 测 函 数 . T 

d (FCO), gCo) e) =47 (f Co), gCo) e) V dt CCGo)，9CoO)，e) f 
为 实 值 可 测 函 数 ,所 以 

df 9) (e)=4(f ORIONE (f(o) ,g(o)) 

= V [eA 4 (f(o),g(o),e)] 
e€ (0,17 19 
为 实 值 可 测 函 数 . 再 由 dCf,g)(w)EL0,1J 得 4(f,9) € ¿Co y. UE 
毕 . 

引 理 5 3 设 (8,-orm) 为 完备 测度 空间 ,如果 了 ,9y 为 正 值 可 
测 函 数 , 则 下 列 各 命题 相互 等 价 . 

(1) f=yg,a.e. 

(2) d4(f,g)=0,a. e. 

G) V 2E 0,1] NQ, fı=gısa. e. 

证 明 〈1) 全 (2) 由 于 f(o)=g(o)ed4(f(o),g(6))=0,BJ 

f = ga. e. Əm(f (o) Z g(o)) = 0 
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€m(d(f(o),g(e@)) Z 0) = 0 
@4(f,g) =0, ae 

(6(3). 由 于 f(o)=g(e)@əV 2E (0,1J'Q,f.Co)= 
ga, (o). 则 

f=g,a.e ,Om(f (WF (0)}=0 

SV 2E (0,1]NQ,m(fi(o) P90)}=0 

eV AE (0,1] (Q f=g1， ae WE. 

定理 5.5 设 {f" ,x 之 1} 是 7 值 可 测 函 数列 ,f 2 F 值 可 测 函 
数 . 则 

(1) limf™ =f,0. e 之 2 一 Himf =f, a. e. 

(D e—limfo= fa B$ N= (fe ofo) Bh. 
Ce 一 .用 Co) 为 (0,1J 的 稠密 子 集 人 timf =f, a. e, 

证 明 (1) MRlimfO=f,a e &$ M= (f (e)—f0e)y , 
M) mN) =0. B. 4w ,为 (0,1] 的 稠密 子 集 . 对 于 Y o€ N' ,基本 上 
照搬 定理 5. 4(1)? 的 推 证 即 得 "一 lmf Co) = f (e). B w— lim 、 
f=f, ae. 

(2) 如 果 w—limf® = f,a. e. W Cv C Av ,由 于 cv 为 (0,1] 
的 稠密 子 集 , 故 4w 必 为 (0,1] 的 稠密 子 集 ,所 以 imf™ = 了， a. e. 
证 毕 . 

定理 5.6 IRO ,na21)2 FEWR, Sg 为 值 可 测 
函数 . 如 果 fo face. H fga eH. fe f, ae H 
fg, a.e. ) 则 f=g, ae. 

证 明 - 令 N= {fP (o)—f(o))' ,N={f® (o)—g(o)) ,Ns 
= {f Co) Æg lo)}). 因为 1 一 fa.e. 则 m(N1) 二 0, 同 理 ,m(Ns) 一 (0. 
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JR N= N,U XN, WJ N€ ,m(N)= 0,238 o€ N BF, f (Co 一 fCo)， 
fo (o)—g(@), AM fo) =g). FE, oE N: k N CN. [N Ik, 
m(Ns) 二 0, 所 以 f= g.a. e. YEHE. 

推论 MR S= eH fe—f, ae (相应 地 yo, a 
e. ) 则 fg， ae. (相应 地 fg, ae) 


S6 FË Dú Lebesgue 积分 


定义 6.1 (Q.A, m) HME ZE, m+. (1) 如 
R fo= [fr ,ft )JE (9, e ,my F #J X EHE T ñj R, HEA 


| ,所 (oyam 与 | fton 均 存在 (显然 | fon] | ft co) 
dm) , 则 称 区 间 数 [| ,fCo)dm,| ， 代 (o)am] 为 4 在 上 关于 测 
BE mw 的 积分 或 称 fo RY CX IEE) Lebesgue 积分 , 记 作 

| ,feo dm = [| „fE oim, | f7 Co)drm]. 
类 似 地 ,对 于 任何 AC ex ,界定 

| ea = [| ,dam,| | fE Com], 
并 称 为 fo 在 A 上 的 Lebesgue 积分 . 称 区 间 值 函数 

onn ICR) A|> = | fco 


为 所 的 区 间 值 不 定 积分 . 
(2) 设 f 为 (9,-x ,my 上 的 值 可 测 函 数 .如 果 4E -ez H 
V XE 《0,1],| | .Coyam 存在 , 则 称 了 在 4 上 关于 测度 m 可 积 (或 


fk f fE A E Lebesge 可 积 ), 其 Lebesgue 积分 记 作 | ,7(o)dm, 而 且 
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界定 
S G) G) — V [AA Kon], Va E R 
如 果 /在 任何 4E -ex EI Lebesgue nj ER, WP Sf A F {A Lebesgue 
可 积 函 数 . 以 下 “Lebesgue 可 积 ?简称 为 可 积 ,Lebesgue 积分 简 记 作 


J ， fam. 
定理 6. 1 2 f 为 了 值 可 积 函 数 . 则 对 于 任何 4E .or,| ,jim 
ER(R), 且 而 Y AGE(0,1] 有 
( fim» = | am. 
证 明 正规 性 显然 . 为 证 闭 凸 性 ,只 需 证 
| amr=| fam, yae on 
(由 于 | ,fam=[| fren, | ,ft dm]€ LR)). 
事实 上 ,如 果 取 OKUN <<. <<<, B lima, =A. 不 难 
验证 ,VY 2E (0,1J# 
(| fim), =n | ,fudm 
= [um Í , fx dm, limf , fi dm] 
=[| ,fi m, | ， tdm] 
=f „Jm € ICR). 
所 以 | ,fam&€ F(R). YEE. 
#k F 值 集合 函数 
wf FR, A| > = | ,fam 


为 了 的 值 不 定 积分 . 
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定理 6.2 设 f,9 是 四 值 可 积 函 数 ,4,BE.oz.kER. 
OD MESM sin] m. 
(2) fVg,fAyg 可 积 而 且 

| annm] smn] gim 

<| v| omc] (f V g)dm. 
B) k+f,f+g 可 积 而 且 

| ,Ge Pan = 8. | fami 

| ,G+ oam= | fimt | Àm. 


(4) | ,fam=| Xa * fdm. 


其 中 
(fe), wE A, 
(Z, 7)(o) = X,(@) ef = < , 
0 € A. 


(5) #m3E f(o)>0,V e€ 9. Wl 
. | nafn] ,famh | , fam | , fv | ,fam<| auz fim. 
(6) mR AD B=, N} 
| aus T" = | ,fan+ | fam. 
(7) 如果 m(a)=0, 5| ,fam= 0. 
(8) ”如果 f(@) 二 a,V wE98( 其 中 EF(R)), 则 
| „fim = m(A) ° a. 


j G 显然 
(2) 由 (1) 立 即 得 证 . 
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(3) V 2€ (0,1], 
l [k fr (e),k + fto], k> O, 
(k e Flo) Ja = k * falo) = 40, | k= 0, 
[k + ff (o),k e fyo], k< 0. 
EA ke fc ke ft 均 可 积 , 则 GE， 了 ); 可 积 , 所 以 x， 了 可 积 ,于 是 
[r - {fram | ftam], k> 0, 
cf. e: pam, = 40, k= 0, 
[e | tawa | fram), k<0, 


=k. [| ,fram, | f! am] 
= (Ek | fim)». 


所 以 | , Œ+ fdm=k -| „fim. 又 
(f +g), (@) =f Co) +g. (o) 
= [fi (o) +g, Co), fE (o) +g (o) J. 
由 fasg ff sgt MRAM, r Hyr ff tgr 可 积 , 则 Y ¿€ 0,1], Cf 
十 9); 可 积 . 于 是 ,f 十 g 可 积 ,而 且 ` | 
[| +o), = | G -royam 


=E] ,Gr tr Ym, Ct + at yad 

=[| fam, | ,天 em 十 [| „ràn, 9% Im] 
=-( fant gim, 

=| fimt] gim 


B | G+oim=| famt| gim. 
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a (| am =[| ea] tam] 
=[| ROR fm, | , G * ft )dm] 
=[| ,CX Dra, | , G, * ft am] 
=| a> Paim 
=(| 4a fam), 
所 以 | [m=] Y. an. 
(8) 由 (2) 与 (4) 立 即 得 证 . 


(6) 由 (3) 与 (4) 立 即 得 证 . 
(7) YA2E(0,1]， 


d fin) = [| | ftim] = [0,0] = 0, 
得 | ,fam= 0. 
(8) V 4€(0,1], 
d fam), =Í fL. dm = [| ,rdm, | , wt dm | 
= m(A) + [or ,ot ] = (m(A) * a). 
得 | _flm 一 m(4) * a. EH. 
定理 6.3 WIf k>) A F Ë CH NI) EJ 1 Pa Sk J S R 
序列 ,7 为 值 可 测 函 数 . 如 果 w 一 limf" 一 J， a e. N f BE F lË 
可 积 函数 ,而 且 对 于 任何 4E.ex ,有 


d— lim | fodm 一 | fam. 
a= co A A 


证 明 S N= (fo (e)—>f(o))y m= 0, FY o€ 9— 
N 与 66 (0,1] 都 有 
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C0) ,f+ C] < CEH- Co), fH (o)], 
其 中 4 宇 1, 而 且 d—limf® lo) =w— limf® (o) = f (o) , 8I 
lim f; Co) = [limf Co) limfo t (e) ] 
存在 .再 由 经 典 Lebesgue 积分 的 单调 收敛 定理 知 
im] e= Cim | 99mm im |  p9tan 
= |. mee, , imgeson), 
对 于 任何 2E (0,1], 取 单 增 数列 0 二 8 过 6 过 … 过 名 过 … 之 4 而 且 


lim6, 二 4, 则 


n im(| ， fPdm) = lim im | ft” dm) 


LA no0 全 一 R— o 


= [| lim lim | , fam, | , lim lim Ho+am] 


A $—4 so da noo 


= | lim lim f$ dm 


A Aà noo 


= -| .0 N lim f$? dm. 


A dA roo 


于 是 ， 由 定理 4.8 的 推论 ,得 
(d — lim | fadm): =f) lim d f dm) 
Re 4 GA oo 4 


=f lim( ,fdm) 


6<àÀ x—oco 


= A lim fy dm 


<À oo 


= G — lim f™ ),dm 


Noo 


= _| ,fadm 


= (| fam). 
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所 以 了 为 值 可 积 函数 而 且 
sam] ,fmm 一 ] en Eq. 
定理 6. 4 R(fe,a2>1)23 PETRER gh H F B BR ES. 
MRY n>, < f s<h.a. e. J B limfe@ = f,a. e. 则 了 是 了 值 可 积 
函数 ,而 且 
d 一 lim | fam = | ,fam. 
证 明 由 limfm=f,a.e. 知 存在 NE -em(No) 一 0, 使 得 Aw 在 


OIRRE LE N= (g (6) < f%(e)<Ch(e))' , N= UN. Wi 
hw = N AOD DA A hw 在 (0,1J] 中 稠密 .于 是 ,VY oE N' 与 6€ 
4w 有 

g; (o) < FPT (o) S hç (o), g? (o) < fit (o) < ht Co). 
TE g£, 可 积 , 因 此 |g7 |V az |, lg | V | 好 | 可 积 ， | 

[FPC] < igr (6) | V [Aç o)l, 
IPTC] < | 时 Co) V Jato). 
Hmff9- (0) = fr (o), — lmfp+(e)= fF o). 

根据 经 典 Lebesgue 积分 的 控制 收敛 定理 知 f7 ,f+ 可 积 ,而 且 


lim fP) dm = | f; dm, 
Moo 4 A 


lim | ` f#?+dm =Í fi dm. 
A A 


Roo 


对 于 Y oc (0,1j 在 As! 中 取 一 列 单 增 数列 5 一 5, 则 fc Co) Y 
fs Co), fs Co) y ft (e). FJ fF 可 积 , 从 而 为 F 值 可 积 函 数 , 这 
样 


n limf f” dm = Qum | ff am, lim | Se m] 
上 一 1 neoj A l k=] wooJ A t noo A t 
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[| sam, | Skan] 


(| fim, 


pa 


il 
iD? 


~ 


lI 
IDs 


li 
— 


fam). 

Wy 2€ (0,1] 有 
f lim d f? am), = f N tim d f dm), 
6<2 mpo 4 6<Ak= | roo 4 


=ñ n tim| p= n (| ,fam), 


4 k=. 1 0 


= fia 


即 得 证 4 一 am| ,youn=| ,fam. JE. 
$7 FARNE 


定义 7.1 设 (9, 多 ,P) 是 概率 空间 ,8 一 7(R) 为 了 值 可 测 
函数 , 则 称 ¿ 为 了 值 随机 变量 . 进一步 如 果 5 值 积分 | 。5aP 存在 


( 即 | ,saPE P(A)), 则 称 5C) 人 | | P 为 < 的 数学 期 望 

由 定义 7. 1 与 了 值 积分 的 定义 ,可 得 | 

定理 7.1 HI EErEE, Y 2E (0,1J,2, 为 区 间 
值 随机 变量 ( 即 S ¿2 为 实 值 随机 变量 ) 而 且 (8C6));=B(&;). 

定理 7.2 如 果 4, 是 玉 值 随机 变量 ,a€ FCR), dE) 
=d (Elw), Co), W) dEn) dEr) A F RE BRUCE MD € ¿CoD , 
dE,0 EL). 

证 明 ”由 引 理 5.2 立即 得 证 . 

定理 7.3 设 29,i==1,2,…,n 为 了 值 随机 变量 , 则 
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OD 之 s% 也 是 值 随机 变量 ; 


(2) V i€ {1 ,2,.…: ,n),B(ED) 存 在 ,那么 B( 和 8) 存在 ,而 


TONA = DEGO). 
证 明 C) 由 定理 5.3 知 ,6 十 6 为 [Ë nW Ak, N i 


是 了 值 随机 变量 ,再 由 归纳 法 知 ,对 于 任何 正 整数 4 之 2， Doy 
r EIEE. 

(2) 由 定理 6. 2(3) 并 用 归纳 法 即 得 所 和 欲 证 . 证 毕 . 

类 似 地 ,有 

定理 7.4 设 < 为 下 值 随机 变量 , 则 对 于 任何 4ER,E EHF 
值 随机 变量 . 进一步 ,如 果 OFEN ECk，&) 存 在 ,而 且 

E(k ` £) = k * ECE). 

由 定理 5. 4 立即 可 得 下 面 的 定理 . 

定理 7.5 PHE ,wn 之 1} 是 7 值 随机 变量 ,7 为 万 值 函数 .YV o 
EQ, S Olo) = (,€ (0,1 ]|ho ( ° ) 5 周 。,(，) 在 4 处 连续 },C 
= QL. 

a) 如 果 2 一 lme 一 和 则 “上 为 了 值 随机 变量 . 

(2) WMR lmg =, W] w w— limġ™® = E Kim é 153 F 值 随机 
变量 . 

(3) WR w— lim = H c 为 (0, 二 中 的 稠密 子 集 , 则 
lm =. u 

定理 7.6 WEO, A FANER, E E FAA 
数 . (1) WMR w lim = ga. e. W| ¿ 39 F 值 随机 变量 而 且 P{v 一 
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lim¢®=¢)=1 
l (2) #mAlim2%=¿,a. e. W w— lima =£ ,a. e. ë 28 F AREN 
变量 , 且 P(limg®=4}=1. 
| (3) WMR wimg = ga e HE N= {w lim” (o) = 
EC) Y 时 ,Cn = 人 .CCo，( 其 中 Cw) 二 {XE (0,1]|h(，) 在 4 处 
连续 )) 为 (0,1] 的 稠密 子 集 , 则 lim6 一 上 ae 
证 明 (1) 由 定义 5. 4 知 (8, 多 ,P) 为 完备 概率 空间 是 前 提 
RIF EO N= {w limi. (o) =¿(e))' , WJ N € o B. P(N) = 0. 
V 7 之 1 令 
(£O Cw), e € N, 
EP (e) = ow), DEN. 
E, (o) = 人 € 
UOF e € N. 
则 “一 imee 一 纪 , 且 < 为 了 值 随机 变量 .于 是 Y 4E 3B, 有 
£ (A) = (€! (A) D) N) U ETAO NN') 
= (€ (A) (1 N) U EANN >. 
H £ CAO NS N.H] 21 CAO N€ F. X gç1(A N: € Z. fi 
以 61(4) EF MEHE £ 29 P ANER H P (o— img” =) = 
P(N' )=1. | 
(2) 由 定理 5.5(1) 得 前 半 部 分 . 又 因 
{limé® = £) = {lmé® Co) = &(0),4€ Av ) = N 
5 P(N)=0. MJ P(limee=2)= 1. 
(3) 由 定理 5. 5(2)? 即 得 证 . BE E. 
定理 7.7 设 {s" ,x 之 1) 为 值 随机 变量 的 单调 不 碱 序列， 
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Val, EEO Ei A F EELEE, o — lim g= 2, a. e. 则 
8(6) 存 在 而 且 d— lim EEH) =E (8). 

证 明 利用 定理 6.3 即 得 欲 证 . 

定理 7.8 BEO, n>) H FEIEREN, En H F EE 
机 变量 ， 适合 下 列 条 件 : 

G) V 7 宇 1,E(E") 存 在 ; 

(2) EGD,BCCO2FZEBV 11, LE <Kt,a. e. 

(3) limé™ = ,a. e. 

则 E(6) 存 在 而 且 4—lim (26%) = EC). 

证 明 ”由 定理 6.4 即 得 欲 证 ， 

定义 7.2 R(E” ,x 之 1) 为 7 值 随机 变量 序列 

G) V AEO AEO ,4 之 1 与 {6fr+,n 之 1) 均 分 别 为 相 
互 独立 的 随机 变量 列 , 则 称 {4” ,2z 之 为 相互 独立 的 中 值 随机 变 
量 列 . 

Q) EVAO] {EP nS ASAH ,zn 之 1) 同 分 
布 , 则 称 {6" ,x 宕 1) 为 同 分 布 的 了 值 随机 变量 列 . 

定理 7.9 设 {E 中 ,mn 之 1} 为 相互 独立 ,和 且 同 分 布 的 7 值 随机 变 
量 列 ,如 果 BC507) 存 在 , 则 P{lim 地 2769 二 (8)} =l. 

证 明 因为 1 ,2 过 1 相互 独立 且 同 分 布 , 则 VE(0,1] 
{529 一 ,n 之 1}) 相 互 独立 且 同 分 布 ; (2+,n 之 1} 相 互 独立 且 同 分 布 . 
又 由 BCE*) 存 在 知 V AE 0,1], E) 5 EPHE. 由 概率 
论 中 著名 的 柯 尔 葛 哥 洛 夫 强大 数 定律 知 ,Y 2E (0,1], 有 


(二 之 £1 ) 二 -> P(ELN+) ya. e, 


从 而 ,hw 一 (0,1], 其 中 NN' = (tim (È DPE Eeo), AE 
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Aw} P(N) = 0. Mim + YPE) a e. 即 P (1 De 
ECED)} =P (N' ) 一 1. 证 毕 ， 
推论 1 设 {&",n 之 1) 为 相互 独立 , 且 间 分 布 的 r tantus 


列 .如 果 EGOE M P'e—l>im 二 2ee=aeo))=! 


CD 


证 明 由 定理 7.6 与 定理 7.9 知 ,w 一 liml"=6,a.e. 即 得 欲 
推论 2 设 {E 中 ,n 之 1) 为 相互 独立 , 且 同 分 布 的 值 隧 机 变量 
列 . 如果 ECEE. MY z 0,48 


limP {at 5e, Ego) >:)= 0. 
即 直言 DEO EGO | manka pap. 
证 明 ”由 推论 1 知 a| 二 Deore) —0,a. e. JÁ Tl 


|+ Ye, Eem] 依 和 概率 收 策 于 零 .证 毕 
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附录 “模糊 拓扑 空间 及 
其 邻近 构造 


模糊 拓扑 学 是 模糊 数学 的 重要 组 成 部 分 ,也 是 模糊 数学 理论 
中 发 展 最 迅速 ,成 果 较 丰富 的 分 支 之 一 . 模糊 拓扑 从 起 初 主要 的 推 
广 型 研究 逐渐 走 上 创新 的 道路 ,尤其 是 引入 了 具有 深刻 层次 结构 
特点 的 重 域 系 ( 远 域 系 ), 给 出 模糊 拓扑 空间 的 邻近 构造 ,以 及 与 完 
全 分 配 格 等 代数 结构 联系 起 来 ,使 得 模糊 拓扑 的 研究 更 具 特色 , 且 
与 现代 数学 的 一 些 重要 分 支 紧 密 关联 . 

在 这 个 附录 里 ,介绍 以 格 工 一 [0, 1 为 值 域 的 模糊 拓扑 的 一 些 
最 基本 的 概念 ,着 重 介绍 模糊 拓扑 空间 及 其 邻近 构造 与 模糊 网 的 
收敛 理论 . 自然 ,其 中 相当 -- 部 分 结果 可 以 推广 到 以 一 般 正 格 工 
为 值 域 的 LF 拓扑 空间 中 去 . 

应 当 指出 ,这 个 附录 远 远 没有 包含 模糊 拓扑 的 主要 内 容 , 只 是 
试图 给 读者 粗略 介绍 模糊 拓扑 的 最 基本 的 一 些 概念 和 思想 方法 ， 
使 之 对 模糊 拓扑 了 解 一 斑 . 关于 模糊 拓扑 的 研究 方法 和 近 20 年 来 
的 主要 成 果 ,在 王国 俊 教授 的 专著 人工 - fuzay 拓扑 空间 论 ) 中 有 全 
面 详细 的 阐述 ( 见 [141]) ,有 进一步 研究 兴趣 的 读者 ,可 以 系统 地 
阅读 该 书 ， 
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拓扑 空间 是 通常 拓扑 空间 的 推广 . 本 节 给 出 F 拓扑 空间 的 
定义 ,介绍 在 非 空 通常 集合 上 给 出 拓扑 的 几 种 常见 的 方法 (如 
FRR. F MRK. r 闭 包 算 子 ,z 内 部 算 子 等 ), 引 入 拓扑 的 基 与 
子 基 的 概念 ,作为 重要 的 例子 ,还 将 介绍 具有 典型 意义 和 丰富 拓扑 
性 质 的 了 单位 区 间 ,F 实 直线 ,以 及 由 通常 拓扑 空间 拓扑 生成 的 
拓扑 空间 . | 

定义 1.1 设 工 为 非 空 集 合 ,6G.2(Z) 一 [0,1]x.6 称 为 和 上 
的 5 拓扑 ,如 果 适 合 : 

FOL. X, Es; 

F02. Æ A,BC ó, AA BG ó; 

FO3. ÆN t€ T ,A,C 6,JI] V r4 Eô. 

此 时 , 称 (X,5) 为 拓扑 空间 . 

显然 ,X 上 的 通常 拓扑 是 X 上 的 拓扑 ;反之 一 般 不 成 立 , 例 
如 65 多 F(X)( 见 后 面 例 1. 1). 

ó HEI F RIKA, DH F FM. 

BEF COSES CX DH FARME B' € ó. F 闭 集 的 全 体 

ð = {BE Z(X)|B € ô}; 
常 称 为 Xx 上 的 7 RMH 

下 面 的 定理 是 直接 的 . 

定理 1.1 设 (X,5) 是 F 拓扑 空间 ,x 导 F(X) 是 它 的 了 了 余 拓 
扑 ( 即 5=6'), 则 有 

FCl. X, ØEn; 
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FC2. VY iETBEN = A:crB,Gni 
FOC3. A,BE > AV BEN. 
反之 , 设 X 3 3E22383% 8 &.,nC 2 (X) 适 合 FC1 一 3, 命 ó = 
(AEF GX) |A En}), 则 5 是 X 上 的 F 拓 扑 , 且 n 是 (X,85) 的 F 余 
拓扑 . i 
例 1.1 设 X 是 非 空 集 合 ， 
ó = {X, Ø), ô = F(X), 
易 见 ,Do,5 都 是 X 上 的 F 拓扑 , 且 就 2 CO PAFTA ôo 
分 别 是 最 小 元 ,最 大 元 ,因而 ,分 别称 为 王 上 的 最 粗 , 最 细 的 F 拓 
扑 .CX，do)，(X,0O) 常 分 别称 为 平凡 好 拓扑 空间 ,离散 王 拓扑 空间 . 
注 关于 到 拓扑 的 定义 ,还 有 一 种 比较 流行 而 有 用 的 定义 ， 
即将 定义 1. 1 中 的 F01 改 为 更 强 的 条 件 : 
'FO1'.V 4E€ [0,J], MERR cC ó, rh e X [0,1],V z€ 
X,c, (z) = A. 
为 明确 起 见 , 以 后 我 们 把 6 适合 F01' ,F02 一 3 的 下 拓扑 空间 
(X ,6) 称 为 满 层 拓扑 空间 . l 
定义 1.2 设 (X,0) 是 下 拓扑 空间 ,46E S (X), WIJ 
A-=A (B€ # |A<q B) € F(X) 

称 为 4 的 F 闭 包 . 显 然 ,4- E05. f 
”由 4| 一 4 决定 的 映射 6:[0,1]* 一 [0,1]*( 即 eC4) 二 4-) 称 为 
X 上 的 了 闭 包 算 子 . 

定理 1.2 设 (X,0) 是 拓扑 空间 ,4,BE[0,1]* 则 有 
FK1. c((@)=Q@; 

FK2. A<ce(A); 

FK3. c(AVB)=c(A) V O(B); 

FK4. c(c(A))=c(A). 
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反之 , 设 工 是 非 空 集 合 ,c:[0,1 下 一 [0,1 适合 1 一 入 命 0 一 
(AEF (X)|e(A' )=A } M oÆ X EH F Hth EY AEF OD, 
E(X, HA AW FWE A = c(A). 

证 明 : 设 (X,0) 是 拓扑 空间 ,4,BE€ 5 CX. 

FK1 BQ = X' Es A DDSA, eE. 

FK2 是 明显 的 . 

FK3 一 方面 由 FK2,A<c(A), BSe(B) ,NM 

: AV B<çe(A) V clB). 
根据 定理 1. 1l,cC4) VeCB)E9 , 依 定义 1.2， 

cCA) V B) < e(A) V elB); 
另 一 方面 因 ASAV B<e(AV B) C ó ,由 定义 1.2, 有 ec(C4) 委 ce(C4V 
B), 同 理 c(B)<c(AV B) ,因而 
CCA) V elB) < cCA V B) 
W cCA V B) = cCA) V c(B). 

FKA 由 三 2c(4) 委 co(c(4)) 及 因 c(C4)E8 , HE X 1.2,c(c 
(A))<c (A). W c€e(A))=c(A). 

现在 设 并 为 非 空 集合 ,e:[0,1]->[0,1] 适合 FKR1—4, fh 

n= {BE F(X)|e(B) = B)C Z (X), 

易 验证 ? 适合 FPC1 一 3( 细 节 从 略 ), 从 而 =n 是 和 上 的 下 拓扑 . 

下 面 验证 V AEF (X), ÆA, 0) P A =A). 

事实 上 , 若 BE7 H AKB, Hle A Ke (B) =B. FE, ADLA 
{BES | AKB} = A RR, N ASAK c(c(A)) =c(A), A c 
(DEH AKA). kt AC =c (A HERE 

与 闭 包 算 子 类 似 , 我 们 可 以 定义 拓扑 空间 的 F 内 部 算 
子 . l 

定义 1.3 设 (X,6) 是 F MZR AEF CX) , Hl| 
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A =V {BE ó| B< A}E F (z) 

称 为 4 的 了 内 部 .显然 ,4E9. 

由 4| 习 4° 决定 的 上映 身 i:[0,1]* 一 [0,1]*( 即 i(4)= ADIN X 
上 的 内 部 算 子 . 

关于 了 内 部 算 子 的 下 述 定理 ,可 类 似 于 定理 1. 2 证 明 . 

定理 1.3 设 (X,6) 是 下 拓扑 空间 ,4,BE [0， 1 ， 则 有 

Fil. i(X)=X 

FI2. KLA, 

FI3. iÇ(ANB)=i(A) A:10B5; 

FIA. 1(1(A))=1i(A). 
Klk X HERRA, iC 1J [0,1] 适合 FI1—4,fñ ó= 
{AEF (X) |i(A) =A}, D] ò E X Eñ F Hth BV AEF (X), E 
(X,ó)rH ARJ F RÈR A°=:(A). 

关于 中 闭 包 算 子 与 有 内 部 算 子 ,我 们 有 下 述 重 要 的 关系 . 

命题 1.4 EX, DEF mth, AEX), 

AT = A. 

-证 明 MP2, ASA, ATAT SAY = AT 4 — € ó, 
EX 1.3, AKA 2 H F2, AA, AW 4 < CA Ed , 依 定 
x 1. 2,A < (AS EIE ASAT kk AT = Ae. EE. 

注 ”进一步 可 以 推 证 ,在 7 拓扑 空间 (X,0) 中 ,对 4€ 多 (X)， 
以 任意 顺序 作 有 限 次 的 取 r AE, F 内 部 及 补 运算 ,最 多 只 能 得 到 
14 个 互 不 相同 的 和 集 , 即 Kuratowsis 十 四 和 集 定理 对 拓扑 空间 仍 
成 立 . . 

现在 我 们 对 有 拓扑 空间 引入 其 到 拓扑 的 基 , 子 基 的 概念 . 

定义 .1.4 设 (X,6) 是 了 拓扑 空间 ,6C6 称 为 6 的 基 , 如 果 
(X,0) 中 的 任意 尺 开 集 都 可 表示 为 5 中 的 一 些 忆 开 集 的 并 ;7yC6 
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称 为 6 的 子 基 , 如 果 ?y 中 的 二 开 集 的 有 限 交 的 全 体 是 4 的 基 . 

有 拓扑 的 基 , 子 基 是 通常 拓扑 的 基 , 子 基 的 自然 推广 . 

下 面 的 定理 给 出 和 的 下 集 族 是 和 上 某 个 下 拓扑 的 基 的 充分 
条 件 . 

定理 1.5 设 和 是 非 空 集 合 ,pS. 多 (X) 适 合 : 

FBI. V (B€.Z(X)|B€ A)=X; 

FB2. A,BE = AA B€ Bp. : 
M= [AE Z (X)]3 LEL, A= Vses, B) CF (X), M) p Æ X ER 
F Jf YF ó 的 基 . 此 时 ó PK H 8 fE9 352 R BJ F Ya 1k. 

证 明 只 须 验 证 6 是 X 上 的 Ff 拓扑. 事实 上 ， 

FOl H FBl,X€ó RADE Ø= V ,eo@B6€ ó. 

FO2 设 4,BE6, 有 二 (A |t€ TY, = (B. |s€ S}, E4 A 
= V rle B= V esb 于 是 

AA B= (V.erA) A (V.esBO) 
=V (A A B|: € T,s € S), 

由 FB2,V (€ T,s€C S,AA B,C p, AA B6 ó. 

FO3 显然 成 立 . 证 毕 . 

类 似 地 ,有 

定理 1.6 iX JEdjEG# E, (X) 

V (B€ %(X)|B € r)= X. 
则 x LEAF F nih EEr R ó 65 $. 

事实 上 , 命 . . 

B= (B A = A B|B, Er, KES nn = 1,2,-.)CC Z (X), 
HJ 8 适合 FB2, HE X E F EI 5( 见 定理 1. 5) 的 基 ,r 是 其 
子 基 . 此 时 称 6 是 由 7 作为 子 基 生成 的 拓扑 . 证 毕 . 

例 1.2 设 R 表 示 通常 实 直线 , 命 2 是 具有 下 述 性 质 的 映射 
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à R>[0, 1] HER: 

和 是 单调 递减 的 ( 即 Ksa Aa) B.34 2<<0, A=, 
A>1,4(t) =0. 

在 >/ 上 规定 二 元 关系 “~ ”:VY hpE 25, 

A~ uN t € R, A) = ult) AG) = gG), ` 

其 中 4G4)=V {AC |s >t}, A0- = A ACs) s<). 

易 见 “一 ”是 LARNER. 

f x= 2; /~ 为 22 按 “~” 所 得 的 等 价 类 的 集合 ,XE 2 所 在 
的 等 价 类 记 为 [全 . 

例如 YE0 委 发 1, 命 4:R>[0,1], 使 得 当 s<< Cs) 一 1, 当 
s=t,X, (s) =0. 
则 x€ 之 ,而 与 在 同一 等 价 类 [和 中 的 映射 z, ER T s=: 时 可 取 
[0,Ij 上 任意 值 外 ,有 al) = Al). 于 是 ,可 将 通常 单位 区 间 [0,1] 
上 的 点 1 与 上 述 映 射 和 所 在 的 等 价 类 [和 %] 等 同 ,从 而 使 [0,1] 成 为 
X 的 子 集 . 

现在 我 们 在 上 适当 建立 拓扑 ,使 之 成 为 F 拓扑 空间 ， 为 
此 ,VY ti€ER, 定 义 4,mE [0,1 于 ,使 得 Y [4]EX， 

L([4]) = QG.) = 1— ACE), 
ri([ 和) = Alt) 

( 易 见 lon, 的 定义 与 [和 的 代表 映射 4 选取 无 关 ). 

注意 到 当 >l, L= X, X EM (L,r,|t€ R)C.Z (CX) 为 子 基 生成 
的 了 拓扑 记 为 5, 则 (X,6) 称 为 单位 区 间 , 常 记 为 [0,1](7) ,其 中 
I 表示 格 L= [0,1]. 

类 似 地 ,考虑 


3 (2:R>[0,1]|4 单 调 递 碱 ,和 4()=0, VIOI ED 


380 ”模糊 数学 导论 


上 规定 “~-”:Y € 27 , 
A~ SY t € RAC) = py) AC) = ult) 

M~ ED 上 的 等 价 关系 , 记 X* 是 2 按 “~” 分 成 的 等 价 类 
的 集合 . 

进而 ,YiER, 命 lnriE F(X) EBY [2 Je x° , 

WAD = QG D) sr AD = Alt). 

E X EE {in|tE 8) 作 为 子 基 生成 的 拓扑 记 为 5" , 则 (X*， 
ó" ) 称 为 实 直线 , 常 记 作 RO). 

注 “ 若 用 二 元 格 {0,1} 代 替 格 工 =[0,1], 则 可 将 通常 单位 区 
间 [0,1] 看 作 单位 区 间 的 特殊 情形 . 事实 上 ,如 前 述 将 ee [0,1] 
与 [和 等 同 ( 当 s<t, 和 (s)==1, 当 s 之 t, 和 (8s) 二 0), 此 时 通常 单位 区 
间 [0,1] 的 拓扑 子 基 ` 

(C0, 0< 1}U (G,1] 0 <¿£<1) 

正好 与 14| 0K U (r,| 01). 

@ 1.3 设 (X, 到 ) 是 通常 的 拓扑 空间 ,了 集 A: xD, 1J 称 为 
XX 上 的 下 半 连 续 函 数 , 如 果 V 2 [0,1]， 

(z€ X|A(z) > j)€ %, 
即 ALET. Bu) 
AT) = (A € 多 (X)|4 是 X 上 的 下 半 连 续 函 数 } 

是 X 上 的 拓扑 .事实 上 ， 

Foi 是 明显 的 . 

FO2 A, BEO), Hy AE [0， 1J, 

(z € X|(A A B)G) > 4}= AN BE =, 

故 AA B€ o( 7). 

FO3 设 4E€0(F),iET. 因 Y AC [0,1J, 

V ez A,(z) > 23 t € T,A(z) > 2, 
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于 是 , tzEX|(CVier4)(z)>>2)} = Uer (z€ X| ADDA € Z , 故 
Ver4Ea(C2 ). 
我 们 称 (X,o(C2)) 为 (X2F) 拒 扑 生 成 的 也 拓扑 空间 . 事实 
上 ,(X,zw(2 )) 还 是 满 层 的 下 拓扑 空间 ,因为 常 值 函 数 c, X 
[50,1jJ 是 下 半 连 续 的 . 
易 见 , 若 AC X J X BJ 38 % T-# , WI 
AE Zx, € AT), 
其 中 X. :X-[0,1 是 4 的 特征 函数 . 
应 当 指 出 ,X 上 的 通常 拓扑 8 与 拓扑 ol ) 的 这 种 联系 
是 重要 而 有 意义 的 . 事实 上 , 反 过 来 对 XX 上 任意 的 了 拓扑 65, 可 以 
决定 一 个 通常 拓扑 *(6), 它 是 由 
(A|2 €C [0,1],A € o) ` 
作为 子 基 生成 的 . 可 以 证 明 ; 
tT) = Z, Cow)). 


$2 下 拓扑 空间 的 邻近 构造 


众所周知 ,在 拓扑 空间 中 邻近 构造 的 描述 是 基本 问题 之 一 . 然 
而 在 了 拓扑 学 中 传统 的 邻 域 系 方法 遇 到 了 麻烦 ,如 果 像 在 通常 拓 
扑 学 中 那样 ,运用 邻 域 系 来 定义 一 些 基本 拓扑 概念 及 刻画 网 的 收 
敛 ,将 会 带 来 一 些 病态 的 结果 . 因此 在 F 拓扑 空间 理论 中 建立 适 
当 的 邻近 构造 及 和 谐 的 收敛 理论 是 下 拓扑 学 研究 中 具有 深刻 意 
义 的 工作 之 一 . 

在 第 一 章 8 6 中 ,我 们 引进 了 点 与 7 集 的 一 种 重要 的 邻 属 
关系 -~ 一 “ 重 于 ”第 一 章 中 定义 6. 4), 它 一 方面 是 通常 点 对 集合 
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的 “属于 ?关系 的 推广 ,同时 ,第 一 章 中 的 定理 6. 3,6. 4 表明 在 f 集 
合 论 中 “ 重 于 ”是 更 自然 的 关系 ,本 节 运 用 “ 重 于 ”关系 在 拓扑 空 
间 中 建立 7 点 的 邻近 构造 一 一 重 域 系 ,用 重 域 系 方法 刻画 F 拓扑 
的 基 , 引 入 和 集 的 附着 点 ,7 聚 点 ,7 导 集 等 概念 ,并 在 此 基础 上 
建立 玉 网 的 收敛 理论 . 

定义 2.1 设 (X,65) 是 7 拓扑 空间 ,z; 是 X 的 点 . 

(1) 4E5 称 为 二 的 开 重 域 , 如 果 rga AGDA); 

(2) BE ZZ (X)8R2 z, BJ RER WISE £F É z, 的 开 重 域 4, 使 
得 A<B. 

F 点 x 的 全 体 开 重 域 , 重 域 的 集合 分 别 记 为 a) 0a). 显 
AR ,Q'(z,) CQ (z). | 

可 以 验证 ,BE QG.) B° EZG). FEE, 

“<=” H B°<B 立 得 . 

“>” AFE AEG), ASB, 4 

A= A S B° € ó,z,qA=>z,qB°. 

É B°€ Q°(z,). f 

下 述 定理 是 拓扑 空间 中 重 域 系 的 基本 性 质 . 

定理 2.1 设 (X,6) 是 拓扑 空间 ,8(z;) 表 示 F K z, ËJ E ER 
R. 则 有 

Fol. QG.) @ ,V AC Q(z) , J| z,qA; 

FQ2. £ AC QG), ASB, I| BEC); 

FQ3. 若 4,BEQ(z), 则 A4ABEQ(z); 

FQ4. E AEQ), WEE BEG), EE B<4 且 对 每 一 个 
重 于 B ËJ F £ y, A BC Q(z,). 

RZE X RIERREN P 点 zu, 8 F SERBE QG.) ANE 
合 FQ1 一 4, 则 在 XX 上 存在 F 拓扑 56, 使 得 在 (X,5) 中 8(z) 即 是 如 
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的 重 域 系 - 

证 明 FQl. AXE), A GDA. R AEQ) A A 
EQ (a1) B AES R zaqA°, A I, AG)2A CDA R z.qA. 

FQ2. 依 定 义 2.1 是 明显 的 . 

FQ3. 设 4,BEQ(z;), 知 L, BEQ C), FE 

(4° A B°)(z) = min(4° GO ,B'GO) > 1 — å, 

CAA B)°=A° A BEQ (a), B] AA BEQ). 

FQ4. R AEQ), D B= P<CA, NI BEG) HE y,qB, A B 
€ QG,). a . 
反之 , 设 生 是非 空 集合 ,对 任何 到 点 z: IK £ Qa) CZ. XE 
合 FQ1 一 4, 则 命 

ô = {4€ (X) |[+q4=>A € Q(z.)) y 

容易 直接 验证 5 是 X 上 的 拓扑 (证 明 FO3 需 运 用 重 于 关系 的 择 
一 原则 , 见 第 一 章 的 定理 , 6. 3). 

进而 ,在 (X,6) 中 设 z, 的 重 域 系 为 @" Ca). V AC Q (z), H 
F@4, 存 在 BEO(CD),B<4 上 且 %dB>BEG() T I BES RIK FI, 
zqB, 8k AC Q" z) RAER C), FE BE, BKA, 24B 
fk IREN, BEC), JA W H F2, AE QC). AZN F AAR 
(z) =Q G.) , Bl QG.) E (X P z, 的 重 域 系 . 证 毕 ， 

我 们 可 以 用 重 域 来 刻画 拓扑 的 基 . 

命题 2.2 设 (X,5) 是 拓扑 空间 ,So 是 6 的 基 的 充 要 条 件 
E AHER F X as $ x494, 则 存在 BE P, 使 得 BSA, 2B. 

证 明 必要 性 i AC ó z. qA, N 8 R ó BJ 35, E oS, A 
= Vses, B. 于 是 ,由 第 一 章 的 定理 6. 3,z,qA=>3 B€ PBC A,z,qB, W 
然 B<A. 

充分 性 若 8 不 是 5 的 基 , 则 存在 4E6, 使 得 
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C=V (B€ 0|B<S A)Z A, 

即 有 >zEX,CCz)<4(G) 委 1, 记 % 一 1 一 CCz)>0 于 是 ,4(z) 这 1 一 2 
zig4, 根据 假设 条 件 ,存在 BEp,B<4 且 rzgB, 从 而 BKC, BESC 
(z) 王 1 一 ,此 与 zxqB 了 矛盾 . 故 8 是 5 的 基 . 证 毕 . 

现在 我 们 运用 重 域 系 方法 在 拓扑 空间 中 引入 附着 点 ,F 
RAF 导 集 的 概念 . 

定义 2.2 RWA, DE FMEN, AEX). F A a RH A 
的 下 附着 点 ,如果 VY BEG), E AJBI AER ) 

例如 ,zi.€ A>r 是 4 的 附着 点 ;自然 , 反 过 来 一 般 不 成 立 . 

易 见 ,如 z 是 4 的 附 着 点 ,0<x<4, 则 zs 也 是 4 的 附着 


定理 2.3 设 (X,6) 是 拓扑 空间 ,4E 2 (X) , Ni 

(1) z€ 4 的 充 要 条 件 是 z, 为 4 的 附着 点 ， 

(2) 4-=V {zi|z; 是 4 的 附着 点 }. 

证 明 (1) 必要 性 车 zi 不 是 4 的 F 附 着 点 , 即 有 BE 
Q(z), ABCH ASB ), 且 不 妨 设 BE6. 因 BG)>1—1,4>1— B(z) 
=B C), A z € B. Ñ A< (B= B , 故 rz, € A. 

充分 性 EnC ES, MAEA y C ó, B 

A> A GSAT G) > 1 — ¿, 

故 B€ Q'(z,)CQ(z,), H AKA =B ,此 与 飞 是 .4 的 也 附着 点 矛 
盾 . 

2) 由 第 一 章 命题 6. 1 及 (1)， 

A = V (z,|z, € A”) . 
= V {zlzi 是 4 的 F 附 着 点 }. 

证 毕 . 

定义 2.3 设 (X,6) 是 严 拓 扑 空间 ,4E Z (X). F A z, YES A 
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的 了 聚 点 ,如 果 (DzE4 且 一 E4 或 (2E4 且 对 任意 BE 
QG) ,存在 yEX,y 天 z, 使 得 4 与 了 在 y 处 相 重 ( 即 AaB G> 
1, 见 第 一 章 定义 6. 6) 

= V {z| z, Æ AR F RAIAN AH FGR. 

定理 2.4 A =AV A. 

证 明 HASA ,ASA , 知 4V SCAT. KZ , 12 z, € A" H z, 
€ A, Nl z, JE A R) F 5 WÁ , z, € A. [N] jk 

A =V (zn |z € A )< A V A. 
故 A= AV Aš. 证 毕 . 
推论 2.5 在 了 拓扑 空间 (X,6) 中 
A € ó S@4 < A. 

注 HAEN E n E AB5 F EK H) z€ 4; 但 反 过 来 一 
般 不 成 立 ,这 是 与 附着 点 的 性 质 (定理 2. 3) 不 同 的 . 

上 述 讨论 表明 重 域 系 方法 是 有 效 的 . 与 之 相应 的 ,在 拓扑 
空间 中 还 可 以 用 “ 远 域 ” 的 方法 来 建立 其 邻近 构造 . 设 (X,6) 是 7 
拓扑 空间 ,4E9 称 为 F 点 zx 的 闭 远 域 ,如 果 xi 巨 4;BE .F(X) 称 为 
z, 的 远 域 ,如 果 存 在 z, 的 闭 远 域 A, tE BKA. 实际 上 , 因 kaku 
z,g4' , 易 见 

4 是 r WATRS EC), 

4 是 z HRSA EQ), s 
故 在 了 拓扑 空间 的 情形 ,两 者 的 讨论 是 相通 的 . 然而 后 者 对 于 推 
广 到 一 般 完全 分 配 格 , 完 备 格 上 的 拓扑 时 ,还 具有 一 定 的 优越 性 
(参阅 [134],[136] 等 ). 

现在 ,我 们 转向 在 7 拓扑 空间 中 建立 F 网 的 收敛 性 ， 先 给 出 
一 些 定义 . 

定义 2.4 设 D 是 非 空 集合 ,“<<” 是 D 上 的 二 元 关系 . p= (D, 
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” 委 ) 称 为 定向 集 , 如 果 

G) 委 具 有 反 身 性 , 即 Y z€ D,n<Sni 

G) 委 具 有 传递 性 , 即 若 mn, keD, mn, nk, W) mk; 

Gi) Y m, ED, FFE kE D, (E mk, Kk. 

例如 ,自然数 集 N 按 自然 数 的 大 小 顺序 是 一 定向 集 (N, 委 ). 

定义 2.5 设 碟 是 非 空 集合 ,D 是 定向 集 , 命 

M(X) = (z,|z € X,0 < A< 1), 
即 X 中 全 体 F 点 的 集合 .映射 S:D 一 M(CX) 称 为 工 中 的 下 网 , 记 为 
= (SG) ,an€D). 

V aED, SMEEK s TÆ F A S EEH S= {sE D). 

Hi, E D=N, <), MJ X PH F R S 即 由 F 点 组 成 的 序列 
(8182 ttg Satt) 

定义 2.6 设 和 是 非 空 集 合 ,S= {son D) JE XPH F A,A 
€ .Z (X). 

(1) MEY ac p,s,€ A, MPR S Æ ApH FA; 

(2) 如 果 V a€ D,sqA, MPE F F] SEFA, 

(3) 如 果 存 在 mED, 使 得 当 mnED, 有 sqA JPK F Pq S 
最 终 重 于 4; 

O 如 果 VY meED, 存 在 ED, 使 得 mm 入 sd4, 则 称 亚 网 S 
常常 重 于 A. 

定义 2.7 RWA, DE FMIN, S= {sE DE X PH F 
网 ,EM(X)， . 

G) 如 果 Y AC (z), F 网 5 最终 重 于 4， MF F F] S 收效 于 
下 点 zao WA Sz 

此 时 ,也 称 z, JE F 网 8 的 极限 点 . 

Gi) MEV ACC.) ,网 5 AREF A, MPF ARF F S 
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此 时 也 称 z, 是 下 网 S 的 聚 点 . 

显然 ,Sz 过 S> z... 

记 limS= V (z€ M(X)|S—x,) € Z (K), 

adS=V (n EMX | San) € (X), 
易 见 lims Kads ;S—>r (Sra) a IA, M] S—z,CS>r,). 

命题 2.6 I S= (s,n€ D) E F MIBE, D e, € 
M(X). 

D S—z, 的 充 要 条 件 是 zElimS; 

(2) Srn 的 充 要 条 件 是 rn Eads. 

证 明 COD 必要 性 由 lims 的 定义 立 得 

充分 性 . 设 zxElimS, 只 须 验 证 YV AEQ Ca), S 最 终 重 于 4( 因 
为 VY BEQ) FE AEC). AKB, S 最 终 重 于 ADS 最 终 重 于 
B). 事实 上 , 因 z,qA 38 z, € 4 , fH z, € lim8, üJ M, ims £A. TEE 
在 下 网 3 的 极限 点 炙 E4 BE z,qA, AC QG.) kk F P] S RRETA 

(2) ”可 类 似 (1) 证 明 . 证 毕 . 

下 面 的 定理 2. 7,2.9 表明 ,利用 重 域 定义 的 网 收敛 可 以 恰 
当地 刻画 7 集 的 闭 包 ,F 附着 点 ,F RA. 

定理 2.7 设 (X,9) 是 ?拓扑 空间 ,4E FA), n EMX). 
2 和 4 的 充 要 条 件 是 存在 A 中 的 网 Sar. 

证 明 必要 性 Ranea ,由 定理 2.1 的 03,9(z) 就 包含 
关系 “ 宇 " 是 一 个 定向 集 , 记 为 D.V BED, 因 zw 是 4 的 附着 点 ， 
有 445, 即 存在 y€ X.BG)+ AG)> 1,08 R, u= AQG2>0. FE y, € 
4 且 ygB. 合 

S:D — M(X), B| — g, 
则 Ss 是 4 中 的 网 .下 面 验 证 Nz. 
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V GE Q(z2), 任 取 z, 的 重 域 BG( 妈 在 定向 集 D 中 4G 宇 B), 记 
S(B)=w,, Ë yB GOSB) — u, z,qG. 因此 了 网 5 RAE 
F G, S—x.. 

充分 性 ” 设 在 4 中 有 了 网 S= (szED) 一 2 即 Y B€ Q(z,), 
S 最 终 重 于 B. 依 定义 2.6, 存 在 多 =sE4 且 ydB, 即 S< AG) K 
B09) 之 1 一 从 而 BG) +AG) 21,882 AB. 故 由 定义 2.2,z, € 
4-. 证 毕 . 

推论 2.8 设 (X,6) 是 F 拓 扑 空间 ,4E.F(X). 则 A4E6 的 充 
要 条 件 是 4 中 的 任何 F 网 不 能 收敛 于 不 属于 4 的 点. 

证 明 必要 性 若 存 在 4 中 的 R 网 $->zzE4, 由 定理 2.7， 
z€ A , 故 4 天 4-. 此 与 4Ed 了 矛盾 . 

充分 性 .VY xz,€ 4- ,由 定理 2.7, 存 在 4 中 的 下 网 Sz,. 根据 
假设 条 件 ,z,€ 4. 因 而 4- 志 4, 故 4-=4, 即 4E9. 证 毕 . 

类 似 于 定理 2.7, 有 

定理 2.9 设 (X,6) 是 了 拓扑 空间 ,4E F(X) ,zyEM(X), 则 
二 是 4 的 了 聚 点 的 充 要 条 件 是 存在 4 一 z 中 的 网 58->z,, 其 中 4 
一 miE Z (X),V z€ X, 

(0， 当 y = z HAG) 之 和 
CA — z) Gg) = < 
AG), 其 余 情形 . 
证 明 ” 依 定义 2.3, 分 两 种 情况 ; 
G) 车 z;E4, 此 时 易 见 A—z,= A. 于 是 , 因 
zt 是 的 AF 聚 点 Sr € A", 
及 定理 2.7,z; 是 4 的 卫 聚 点 的 充 要 条 件 是 在 4=4 一 x, 中 存在 
网 Sr. 
Gi) 若 zxE4, 由 定义 2.3, 定 理 2.7 等 ,有 
z, J À ËJ P RASV BC Q(z.) ,4 与 有 在 异 于 z 处 相 重 
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SV B€ Qla), (A—z,)qB 

Sr, E (4—2) 

S E 4 一 z; 中 的 网 S—r.. 
证 毕 . 

最 后 我 们 介绍 正 子 网 的 概念 , 它 相 应 于 通常 拓扑 空间 中 的 子 
网 ( 子 序列 概念 的 推广 ). 

定义 2.8 设 X 是 非 空 集合 ， 

S = (son € D}, T = (tm € E} 
均 是 X 中 的 下 网 好 称 为 8 的 了 子 网 ,如 果 存 在 映射 了:B-=D, 使 得 

G) ?=&: f,BIV mmEGE 及 ,太一 (my) 一 SCFCmy); 

(i) V m € D,# #E m € E, EH m € E, m 2 m 时 ,有 
fm) no. . 
命题 2 10 设 (X,9) 为 拓扑 空间 ,和 中 的 到 网 SmE 
M(X),T J S H F TE), M T—=,. 

证 明 设 S= (s.a € D}, T= (i, ,m€ F) K f.E— D 适合 定义 
2.8.V 4EQ(z). 因 Szi, 由 定义 2. 7,F 网 5 最 终 重 于 4, 即 存在 
mE€D, 使 得 当 usa € D,sug4. 依 定义 2.8, 对 no€ED, 存 在 m。 EE, iE 
得 当 mE 8,m 之 mo WY, f(n, AN sta =S Cm) AE. kk F 
RT RAET A, BI Tr. 证 毕 . 

定理 2.11 RAX, DE FIZE. S= (sE D) E X HF 
PrE M(X). W Sr 的 充 要 条 件 是 8S 有 F 子 网 Tn. 

证 明 必要 性 i Sr. B a 是 网 的 5 的 聚 点 .由 定义 2. 
7 NL, V AC Q(zD R n€ D.#fF #E m € D 使 得 m 之 n H s,qA. H (n, A) 
| 一 m 决定 一 映射 

f:D X Q(x) — D, 
则 了 (2,4) 守 an,S(f(n, 4))gA. 
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记 有 四 =DXe@dz) ,在 下 上 规定 二 元 关系 “<”， 
G, A) < (k, Bn < k H B < A, 
FUE, SORER. TEM 
T = (TA (n, A) E E), | 
HH Ta, A) =S(fn, A EMX); T Æ X ËJ F B], H B: S ñj F 
子 网 ,因为 V nE D, I}, A E E, # Q, A) @, B), El] non, BS 
4, 有 fG.,B)2n2n. 
下 面 验证 7-~>z- 事 实 E,Y AC QG). F mE D, Nl, A) € B, 
4 (na, A) G, B) ,#f | 
T(n,B) = S(fGn,B))>qB. 
因 BKA, T(n, BDqA. ik F I] T 22 E J A, Bj] Tzr 
充分 性 i FB) S q F TEJ T= (¿.,m€ E)r V AERC), 
因 了 最 终 重 于 4, 存 在 me € E , [Ë ËB 3 mo 入 mE ,有 如 94. 依 定义 2. 
8,,=SC(f(m)) KV ED, FE mE E, 8 fB 34 m € E, mm 时 ， 
fGn)2n. 因 是 定向 集 ,存在 mE E,m| Cm, mm. 此 时 fn 
且 SCfCm))g4. 根 据 定义 2.6,F 网 5S 常常 重 于 4. 故 Sr 证 毕 . 
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